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SUR LA DETERMINATION 


DES 


CENTRES, AXES ET PLANS DE SYMETRIE 


DANS 


LES FIGURES ALGEBRIQUES, 


Par M. S. MANGEOT, 


DOCTELR ES SCIENCES. 


PRELIMINAIRES. 


Dans les développements qui vont suivre, je supposerai les figures 
définies par des équations cartésiennes et entières, et les axes de coor- 
données seront supposés rectangulaires partout ailleurs que dans les 
questions relatives aux centres. 

Les éléments de symétrie : centres, axes et plans de symétrie, d’une 
figure formée par une courbe plane ou surface algébrique peuvent 
faire partie de la figure, avec un ordre quelconque de multiplicité. 
Dans la recherche analytique de ces éléments, on est amené, pour 
certains d’entre eux (les axes d une courbe et les plans de symétrie 
d’une surface), à tenir compte de cet ordre de multiplicité, ou du 
moins de sa parité, et à les diviser en éléments de symétrie d’ordre 
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pair et d’ordre impair, l'élément non situé sur la figure étant regardé 
comme d'ordre pair. 
L'équation d’une courbe étant prise sous la forme 


(2,7) +7 4(r,y')=0o, 


pour que l’axe des x en soit un axe d’ordre pair (ou un axe d'ordre 
impair), il faut et il suffit que l’on ait (x, y?) =o [ou g(x, y?) =o]. 
L’équation d’une surface étant mise sous la forme 


p(z,7,5)+3d(r, 7,2) —o, 


pour que le plan des xy en soit un plan de symétrie d'ordre pair (ou 
d'ordre impair), il faut et il suffit que l’on ait Ÿ(x, y,z*)=0o [ou 
p(x, y, 27) ==0]; et pour que l’axe des 3 soit un axe de la surface, il 
est nécessaire et suffisant que l’on ait 


o(2,)Y, 3?) = eo (— X, — Y; 34), V(x, y, 5?) = ev (— Ty —Y) 3?) 
(e=+1), 


les sections de la surface par les plans z = const. devant avoir cha- 
cune un centre situé sur cette droite ('). 

Si y?o,(v) + y?'o,_,(x) +...=0 est l’équation d’une courbe 
ordonnée par rapport à y, pour que cette courbe ait un axe d’ordre 


pair (ou d’ordre impair) parallèle à l'axe des x, il faut que le nombre p 

soit pair (ou qu'il soit impair) et que le rapport ese ait une va- 
P 

leur constante c, et l’équation de cet axe doit être py + c — 0. 


Si, dans l’équation d’une surface où la plus haute puissance de z 
est 3°, p,(x,7) est le coefficient de 3”, et que l’on désigne par C, les 


(1) Dans l’espace à deux dimensions, un point quelconque sera centre d'une courbe 
indéterminée ou rejetée à l'infini; une droite quelconque sera axe d'ordre pair d'une 
courbe tout entière à l'infini, et elle sera regardée à volonté comme axe d'ordre pair ou 
comme axe d'ordre impair d’une courbe indéterminée. 

Dans l’espace à trois dimensions, tout point (ou toute droite) sera centre (ou axe) 
d'une surface indéterminée ou située à l'infini; un plan quelconque sera plan de symé- 
trie d'ordre pair d'une surface rejelée à l'infini, et il sera considéré soit comme plan de 
symétrie d'ordre pair, soit comme plan de symétrie d’ordre impair de toute surface in- 
déterminée. 
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courbes (déterminées ou indéterminées ou à distance infinie) que 
représente, dans le plan des xy, l’equation 


0,(2,y)=o (n=pP—1,P—2,...): 


ı° Pour que la surface ait un plan de symétrie d’ordre pair (ou 
d'ordre impair) parallele au plan des xy, il est nécessaire que le 
t Dp—1( 2, Y) 


; Pp(L,y) 
ait une valeur constante c, et l’équation de ce plan doit être pz + c =o. 


2° Pour que la surface ait des plans de symétrie d'ordre pair (ou 
d'ordre impair) perpendiculaires au plan des zy, il faut et il suffit que 
les courbes C, aient au moins un axe commun qui soit axe d’ordre 
pair (ou d’ordre impair) dans chacune d'elles; et chaque axe com- 
mun de cette sorte est la trace de l’un de ces plans. 

3° Pour que la surface ait des axes situés dans le plan des zy, il 
faut et il suffit que les courbes C, aient au moins un axe commun 
qui soit axe d’ordre pair dans les courbes C,, et axe d’ordre impair 
dans les courbes C,,,,, ou inversement; et chaque axe commun de 
cette sorte est un axe de la surface. 

4° La condition nécessaire et suffisante pour que la surface ait un 
axe parallèle à l'axe des 5, est que celles des fonctions ®,(x, y) qui 
ne sont pas nulles aient leurs degrés de même parité et que celles des 
courbes C, qui leur correspondent aient un centre commun, qui est la 
trace de l’axe sur le plan des zy. 

A tout axe d’un cône correspond un plan de symétrie d’ordre pair, 
ou d’ordre impair, qui lui est perpendiculaire, et réciproquement. 

A tout axe, à tout plan de symétrie d'ordre pair (ou impair) d'une 
surface, correspond, dans son cône asymptotique, un axe, un plan de 
symétrie d'ordre pair (ou impair), qui lui est parallele. 

On sait déterminer tous les éléments de symétrie que possèdent les 
figures du premier et du second ordre ('). Je me propose de recher- 
cher ceux que peuvent avoir les courbes planes ou surfaces algébriques 
définies par les équations de degré supérieur à 2, et je laisserai de 


nombre p soit pair (ou qu’il soit impair) et que le rappor 





(!) Une droite a un axe d'ordre impair, cette droite même; ses axes d'ordre pair sont 
ses normales. Un plan a un plan de symétrie d'ordre impair, le plan lui-même; les 
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côté le cas où la courbe (ou Ja surface) serait formée uniquement de 
droites (ou de plans ) parallèles. 


Centres des courbes et des surfaces. 


Les coordonnées des centres d’une figure F (courbe plane ou sur- 
face) d'ordre m ayant l'équation f= o doivent vérifier les équations 
du premier degré obtenues en annulant toutes les dérivées partielles 
d'ordre m — ı de /, et leur determination n’est, par conséquent, 
qu’une question de vérification toutes les fois que celles-ci ne se re- 
duisent pas, soit 4 une seule 


uzar+by-+...=o (ao), 
soit à deux distinctes et compatibles 
ea xz+b'y+cs:+d —0o, wroa'r+t b"'y+c"s+d’=0 
(a'b"— L'a" 0). 


Mais s’il en est ainsi, et que l’on considère la figure F,, d'ordre m, au 
plus égal am — 2, que définit, dans le premier cas, l'équation 





gm 
mia” f—u™ I —o, 


et, dans le second, celle-ci 


De — D'or aw—a’v 
S— Fm ab’ — Va ab —_ dar’? —0, 


Gin (&,.Y, 3) désignant l’ensemble des termes de degré m de /, on voit 
que les centres de F sont ceux de F, dont les coordonnées annule- 
raient u, ou vet w, pourvu que met zn, aient la même parité, condi- 
tion sans laquelle F est dénuée de centre; et la figure F pouvant étre 





plans qui lui sont perpendiculaires sont ses plans de symétrie d'ordre pair; les droites 
situées dans le plan ou normales au plan sont ses axes. 

Le systéme de deux droites (ou de deux plans) rectangulaires est la seule des co- 
niques (ou des quadriques) qui aicnt des axes (ou des plans de symétric) d’ordre impair. 
Cette quadrique ct le paraboloide isocéle sont les deux seules espèces de surfaces du 
second ordre qui aient des axes autres que les intersections de leurs plans principaux, 
et ces droites s'aperçoivent aisément. 
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remplacée par une figure connue, F,, d’ordre inférieur au sien, le pro- 
bleme doit être regardé comme résolu. Il le sera par de simples veri- 
fications. 


Axes des courbes planes. 


Les axes d’ordre pair et impair de la courbe f(x, y) = o d’ordre m 
doivent être des axes de la conique 


gm! 2 
Das (da) = (e+ B= mo). 


Ils peuvent donc être déterminés par de simples vérifications lors- 
que cette conique n’est pas un cercle. Si elle est un cercle de centre 
(Tor Yo), les axes d'ordre impair (ou ceux d’ordre pair) de la courbe 
sont représentés par l'équation 


Afz—zo+i(y —yo)|'+ Br —ro— Uy — y5)] = 0, 


Azx'+ By‘ désignant le plus grand commun diviseur des coefficients 
a,x* + b,y* des diverses puissances de xy dans le polynome 


SLT+Y+ Lo i(Y—-r) +] 


(ou le plus grand commun diviseur des binomes a,a* — b,y*). Quand 
ces coefficients sont tous constants, la courbe est formée de cercles 
concentriques au précédent. 


Plans de symétrie et axes des surfaces. 


Siw désigne un polynome entier en x, y, 3, de degré p, je repre- 
sente par V(w) la fonction du second degré 


I dr-l0 2 u 
DE (rate) (a+B+y=p—1), 


en faisant toutefois V(w) =, si p est inférieur à 3; et si z, + sont 
deux fonctions quelconques de x, y, 5, différentes ou non, je poserai 


h! d'u 0 + 
Mu = LT amsn dab (ATP +7) 
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Soit f(x, y, 3) =o l'équation donnée d'une surface S d'ordre m 
supérieur à 2. Tout axe et tout plan de symétrie d’ordre pair ou impair 
que peut avoir cette surface doit être un axe ou un plan de symétrie 
de chacune des surfaces définies par les formules 








g 
f _ frs + Phe + PS k= —o (k=1,2,3,...3 fo=f), 


08° dy 03? 
yal nf, \t_ 
hal firs Fr) = Aal (saben) —oO 
(r=0,1,2,...3; h=1,2,3,...), 


et en particulier de la quadrique Q représentée par l’équation du second 
degré V(f) = 0, quadrique qui a au moins un centre, et dont le cône 
asymptotique a les mémes centres que celui de S. 

Au surplus, si deux surfaces, ayant pour équations entières 


p(r,;,Y,5)—=0, 4(2,Y,5)=9, 


ont un même plan de symétrie ou un même axe, ce plan ou cette droite 
est un plan de symétrie ou un axe de la surface qui correspond à l’équa- 
tion À,(9, 7) = 0, quel que soit À ('). 

De la, et des propositions préliminaires énoncées plus haut (n® 1, 
2, 3, 4), résultent celles-ci. 

Toutes les fois que la quadrique Q n’est pas une sphere, la consi- 
dération de ses axes ou plans de symétrie ramène le problème de la 
recherche des axes et des plans de symétrie d’ordre pair ou impair de 
la surface S, soit à de simples vérifications, soit (après une transfor- 
mation de coordonnées évidente) à la recherche des centres ou axes 
de courbes planes, c'est-à-dire encore, en fin de compte, à des calculs 


(!) On peut démontrer que l'on a, pour toute valeur de #, 
02 p-i(u, 6) . An (u, @) +. 02 Any (u,v) 
dr? 0)? 3? 


3 die dio div N ‚Ru Mu Hu 
tat Ÿ os 





) + 2 À nu, «'). 


Les propriétés géométriques que je viens d'indiquer, faciles à vérifier pour À = 1, 
h =1, r =o, sont des conséquences de cette formule. 
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de vérification ('). Dans le cas contraire, si 2, Yo, 3) sont les coor- 
données du centre de la sphère Q, et ),(a, 7, 2) la somme des termes 
de degré n du polynome f(x + 2, Y + Yo, 3 + 39), il en sera de même 
aussi de la considération de l’une quelconque des surfaces d'ordre égal 
ou inférieur à 2, définies par la formule 


Fn (ls Vs 3) = V(Y,,x) — 0, 


a ee 
daa D hu, Va,o = Vn 


(n=mim—i,m—92,...3; k=1,2,3,...), 


quand cette surface est déterminée et différente d’une sphère [car les 
axes ou plans de symétrie d’ordre pair ou impair de S doivent passer 
par le point (xs, Yo, 3) et être des axes ou plans de symétrie des sur- 
faces coniques 


ME Los Y — Jos 5 — 50) =O, Fra (x — Lor ¥ — Yo: 5 — 50) =o]. 


Cette derniére proposition subsiste lorsque la quadrique Q, sans étre 
une sphère, possède un centre unique, 2 , Yo, 3, désignant encore les 
coordonnées de ce point; et aussi lorsqu’on prend pour , (2, y,z) la 
somme des termes du ni*™ degré de l’expression obtenue en rempla- 


(!) Le fait a besoin d’être prouvé, en ce qui concerne les axes, quand la quadrique Q 
est un cylindre de révolution. Je prends son axe de révolution O0’ z’ comme axe des cotes, 


et soit 
Em(z', x’) + P(z',y', z') =o 


la nouvelle équation de S; la variable s’ ne figure pas dans le groupe 9m(.z', 7’) des 
termes de degré m. Le fait est déja vrai lorsque ce groupe n’est pas une puissance 
de x'?+ y? à un facteur constant près, car les axes A de S, autres que celui qui 
pourrait coincider avec O'z’, doivent rencontrer normalement O'z’ et être parallèles aux 
axes du faisceau de droite 9,(2’, 7’) = o. Dans le cas contraire, les droites A sont les 
axes B de la surface ?(2', y’,2') =o qui couperaient normalement O'z’ et satisferaient 
à la condition que les sections de cette surface ® par les plans qui leur sont perpendicu- 
laires soient d’ordre pair. Or la quadrique V[®(x', y’, 2’)] = 0, à supposer que la sur- 
face ® soit d’ordre supérieur a 2, ferait connaitre les droites B par de simples vérifica- 
tions, à moins qu'elle ne soit elle-même un cylindre de révolution autour de O'z’; mais 
alors on opérerait sur la surface ®, dont l’ordre est inférieur à m, comme on l’a fait sur 
la surface S. 
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cant x, y, 5 par 7+ Xe Y+Yo, 5 +5, dans l’une quelconque des 
fonctions que représentent les symboles 


dal S rs Jr.) dı[Aul fr Jr)» hu (frs fr,)l Oe) 


où les indices sont des entiers quelconques, distincts ou non, ceux 
qui affectent la lettre / pouvant être nuls (/, = /). 


Cas des surfaces d'ordre inférieur à 6. -— Je désigne par 7„(&,y, =) 
le groupe des termes du polynome f(x, y, 2) dont le degré est m, et 
par C le cone qui a l'équation 9,,(2, y, 3) =0. 

Je suppose d'abord la surface S du troisième ou du quatrième ordre. 
La considération de la quadrique Q, et de la surface R représentée par 
l'équation 

FL FL II _ 


da? ay? | ast’ 
dont le degré ne dépasse pas 2, suffira, d’apres ce que je viens de dire, 
a déterminer, par de simples vérifications, les axes et plans de symé- 
trie d’ordre pair ou impair que peut avoir la surface S, toutes les fois 
que ces deux surfaces Q, R n'auront pas l’une ct l'autre des axes dans 
toutes les directions de l’espace. Je me place maintenant dans l’hypo- 
thèse contraire, et soient &,, Yo, 3) les coordonnées du centre H de la 
sphere Q. 

1° m=3. — Le cone C est ici formé de trois plans deux a deux 
rectangulaires. Je considère les trois plans P, P’, P” parallèles à 
ceux-ci et menés par le point H. Les plans de symétrie d’ordre impair 
de S ne peuvent se trouver que parmi les trois plans P, P’, P”; ceux 
d’ordre pair, que parmi leurs six bissecteurs, et les axes de S que parmi 
les arêtes et les six bissectrices des faces du triedre que forment les 
plans P, P’, P’. De simples calculs de vérification suffiront donc pour 
les déterminer. 

2° m=. — Le cône C, et par suite la surface S, n’admet ici aucun 
plan de symétrie d’ordre impair. Je suppose d’abord ce cône différent 
d’une sphère double. S'il a des plans de symétrie, il en a neuf, ceux 
d'un cube. Pour qu'ils existent, il faut que le polynome 9,(2, y, 3) ait 
la forme a(a* + y? + 37)? + b(x' + y'+ 5') ou que, dans le cas con- 
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traire, il soit réductible a cette forme, et que, par suite, les trois cônes 
du second ordre représentés par les équations 





Oo, _, OO _ 
Or?03 ~ Oxtdy ’ 
0 ©; 0° 9, 
Oy? dx dy*d3 ” 
0* 9, Po, 

== O 


aient trois droites communes À, A’, A” rectangulaires deux à deux, qui 
soient bien déterminées (ce qui exige que deux au moins de ces trois 
cônes soient déterminés et distincts). Je considère le trièdre trirec- 
tangle dont les arêtes sont les parallèles, menées par le point H, aux 
axes de coordonnées dans le premier cas, ou aux droites A, A’, A’ dans 
le second cas. Les plans de symétrie de la surface S ne peuvent se 
trouver que parmi les plans des faces de ce trièdre ou leurs six bis- 
secteurs, et les axes de S que parmi les arêtes de ce trièdre ou leurs 
six bissectrices. De simples vérifications permettront donc de les déter- 
miner. 

Lorsque C est une sphère double, les plans de symétrie de S sont 
les plans de symétrie d’ordre pair de la surface 


Sr, y 5) — DUT — Los ¥ — Yor 5 — 50) = 0, 


d'ordre inférieur a 4, qui passeraient au point H, et ses axes sont les 
axes de cette méme surface qui passeraient aussi au point H et qui 
seraient tels que les plans qui leur sont perpendiculaires donnent des 
sections d’ordre pair dans cette derniere surface. 

m= 5. — Quand la surface S est du cinquième ordre, j’adjoins à 
la quadrique Q les deux surfaces R, R’ qui correspondent aux équa- 
tions ep oy af 
= Ton Ÿ Os? 


- 


1 O° f 2 
Sara (30525) =o (2a+3+7=3), 





=O, 


surfaces dont l’ordre ne dépasse pas 4, et dont on sait, par conséquent, 
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trouver les axes et plans de svmetne par de simples verrßeations. Les 
axes et plans de svmetrie d'ordre pair ou impair de S, devant être des 
elements Je svmetrte de chacune des trots surfaces Q. R. R. pourront 
eurt-memes être ebteaus par de simples calculs de verification toutes 


» * . 
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en représentant par x" y®st(Axv + By + Cs + D)la somme des termes 
de F qui contiennent le facteur x*yf 3. 

Ces procédés pratiques aboutissent toujours dans le cas des 
figures d'ordre inférieur à 6; et c’est là un résultat important pour 
l'étude de ces figures, si l’on remarque que la construction par points 
d'une courbe plane ou surface du troisième, quatrième ou cinquième 
ordre qui possède un centre, ou un axe, ou un plan de symétrie, peut 
être ramenée, au moyen d’une transformation de coordonnées évi- 
dente, à la construction des racines d’une équation du second degré 
ou d'une équation bicarrée. 

Ainsi peuvent être obtenues sans le secours de l'élimination, dans 
la généralité des cas, toutes les substitutions orthogonales homogènes 
ou non homogènes capables chacune de faire disparaitre d’un poly- 
nome entier à deux ou à trois variables, soit les termes de degré pair, 
soit les termes de degré impair, par rapport à l’une des nouvelles 
variables, ou par rapport à l’ensemble de deux de ces variables, ou 
encore, quand celles-ci sont au nombre de trois, par rapport à ces 
trois variables à la fois. Les méthodes pourraient être étendues à un 
nombre quelconque de variables. 





SUR LES 


SYSTEMES ALGEBRIQUES 


ET LEURS 


RELATIONS AVEC CERTAINS SYSTÈMES D’EQUATIONS 


AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 


Par M. Etienne DELASSUS, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE DOUAI. 


La méthode que.j'ai récemment indiquée (') pour la reduction des 
systèmes différentiels les plus généraux à une forme canonique peut, 
sans modifications importantes, s'appliquer aux systèmes d'équations 
algébriques. 

Étant donné un système algébrique homogène S, à m variables, on 
sera conduit à une forme canonique caractérisée par des indices ß,, 
Bas... Bm. La comparaison avec la méthode donnée par Kronecker (?} 
montre que ces indices sont précisément les degrés des facteurs de la 
résolvante générale du système S, de sorte qu'ils font connaitre les 
degrés des diverses multiplicités qui en composent la solution gé- 
nérale. 

Cette méthode pour étudier les systèmes algébriques est peu inté- 
ressante en elle-même, car on voit facilement qu’elle n’est que celle 


(1) Derassus, Extension du théorème de Cauchy aux systèmes les plus généraur 
d'équations aux dérivées partielles ( Annales scientifiques de l’École Normale, 1896). 

(2) Kronecker, Grundzüge einer Theorie der algebraischen Grössen (Journal de 
Crelle, t. 92). 
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de Kronecker, dans laquelle on se serait assujetti à faire toutes les éli- 
minations par le procédé de Sylvester. 

Son intérêt réside dans ce fait que les systèmes algébriques et les 
systemes différentiels peuvent s’étudier par des méthodes présentant 
de tres grandes analogies, ce qui permet de faire entre ces deux sortes 
de systèmes des rapprochements intéressants. 

Soit Z un système différentiel à m variables x,, r,, ..., x, à une 
inconnue 3 et dont chaque équation ® =o a pour premier membre 
une fonction linéaire homogène et à coefficients constants des déri- 
vées d’un même ordre de 3. Dans toutes les équations 2, remplacons 
chaque terme 


OP 3 
Or™ Act... dr» 
par le monome correspondant 
are... LAM 


nous obtiendrons un systeme algébrique homogene S. 

On sait depuis longtemps que toute solution de S fournit des solu- 
tions de &. | 

En cherchant à réduire Z et S a leurs formes canoniques, on voit 
facilement que £ et S ont forcément les mêmes indices et l'on en tire cette 
conclusion : | 


Des que, par un procédé quelconque, on connaît les degrés des diverses 
multiplicités qui composent la solution generale de S, on connait, par la 
méme, le nombre et la nature des fonctions arbitraires qui figurent dans 
l'intégrale generale de 3, 


qui montre que l'intégrale générale de & est intimement liée à la solu- 
tion générale de S. 
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CHAPITRE I. 


RÉDUCTION GENERALE DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS ALGEBRIQUES 
A UNE FORME CANONIQUE (1). 


Les monomes algébriques et de degré n à m variables présentent de 
grandes analogies avec les dérivées partielles d’ordre n d’une fonction 
de m variables. 


1. Soient x,, 22, ..., æ, les m variables prises dans un ordre de- 
termine. 
Les monomes 


Ay ph —— 
LI... rm (A, + HX... +A, =n) 


pourront, par la considération des exposants @,, %, ..., A, Se ranger 
en groupes G,, G,, ..., Gn-ı- 

Ces monomes pourront former des ensembles canoniques, que nous 
désignerons encore par E” et dont les indices seront les exposants de 
Wy, +++, Lm, dans le dernier terme. 

L'ensemble dérivé de E” sera l’ensemble obtenu en multipliant par 
Lys La, ++, Lm, SUCCeSSIVement tous les monomes de E”. 

L'ensemble dérivé d'un ensemble E" est encore un ensemble canonique. 

Un ensemble canonique E” et son ensemble dérive (E")' ont les mêmes 
indices. 

Si, dans une série infinie d’ensembles canoniques 


Eu, Ett, .... 
on a toujours (KP) SEP+', if existe certainement un nombre fini n a 


partir duquel on a indéfiniment (EP) = EP". 


1) Pour toutes les démonstrations des propriétés énoncées dans ce Chapitre, se 
reporter à la première partie du Mémoire déjà cité. Il suffira d'y remplacer le mot dérivée 
par le mot monome. 
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2. Si p équations entières, homogènes et d'ordre nen x,, x, ..., Lins 
sont résolubles par rapport a p monomes de cet ordre, il est possible, et 
d'une infinité de façons, de faire un changement linéaire de variables, 
de telle sorte qu'elles puissent étre resolues par rapport aux p premiers 
monomes. 


Ces p premiers monomes constituent un ensemble canonique E”, 
nous dirons que le systeme est résolu par rapport à E”. 


Soit 
T'; =), + ME, +. . + N Em a= I, 2, eoeeg m) 


un changement linéaire de variables dans lequel nous considérerons, 
jusqu'à nouvel ordre, les À comme des constantes arbitraires. 


Soient 
Fi(ri,..., Lm) =, eee F,(Ti,..., 0m) =O 


les p équations homogènes et d'ordre x. Soient 
Di(Ers -.., Em) = 0, 9 D, (E, ..., Em) =O 


les équations transformées. 


Les équations ® seront résolubles par rapport aux termes d’un ensemble 
canonique et les expressions obtenues seront des fonctions bien détermi- 
nées des autres monomes et des X; fonctions qui ne seront identiquement 
ni infinies ni indélerminees. 


3. Nous appellerons deduites d’une équation F = o les équations de 


la forme 


x Xs à , —— 
aa re... ou Fo, 


Ces deduites sont analogues aux dérivées d’une équation aux deri- 
vees partielles. 
Si l’on ne considère que les solutions autres que 


Ty 22... Lin — O,* 


une équation homogène et d’ordren, F = o est équivalente à l'ensemble 
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de ses déduites d’ordre n + n’, car, parmi ces déduites, on trouve 


xv’ F=o, 
ni — 
zy F=o, 
-. ee + + + © .. 

ni 
T m F=o, 


et, comme tous les x ne sont pas nuls, on en déduit forcément F = o. 
Sı donc, dans un systeme, toutes les équations ne sont pas du méme 
ordre, on ramenera à ce cas en remplaçant chaque équation qui n’est 
pas de l’ordre maximum u par l’ensemble de ses déduites d’ordre y. 
Soit S, le système ainsi obtenu et Z, le système transformé. Dési- 
gnons par Sy, le système formé par les déduites d'ordre x + p’ des 
équations S, et par 2,,, le système formé par les déduites d'ordre p + pr 
des équations &,. Le système X,,, sera équivalent au système transformé 


de Sy et, par suite, sera resoluble par rapport à un ensemble cano- 
nique En. 


4. Formons les systèmes successifs 


Zu Zur eee 3 
ils seront résolubles par rapport à des ensembles 


eM, ett, 


qui satisferont toujours a la condition 


(eP)'Sert!; 


car les équations Z,, qui sont résolues par rapport aux monomes de 
x’, donneront des déduites résolues par rapport à tous les monomes 
de (e?)’ et il y en aura en plus des équations d'intégrabilité obtenues 
en égalant deux expressions d’un même monome de (e?)’, et que nous 
continuerons à appeler ainsi par analogie avec ce qui se passe dans la 
formation des systèmes d'équations aux dérivées partielles. 

Il existera certainement un ordre fini 7 à partir duquel on aura 


(eP)' = ePt!, 


Sie” est complet, le système 2, ne peut être vérifié qu'en annulant 
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tous les monomes d'ordre n, ce qui exige 
= =... =f, =0; 
de sorte que le système proposé S n’admet que la solution 


Xu — Le... = Ly, Tv 


Ce système est donc incompatible. 

Supposons que e” ne soit pas complet. Les expressions des monomes 
de e” sont des fonctions des autres monomes et des À; elles ne sont 
identiquement ni infinies, ni indéterminées. Ce sont des fonctions 
linéaires et homogènes de ces monomes et les coefficients sont des 
fonctions rationnelles des À. 

On pourra fixer numériquement ces À de façon que leur détermi- 
nant ne soit pas nul et qu'aucune de ces fractions rationnelles n’ait 
un dénominateur nul. 

Les À étant ainsi fixés, le systeme Z, auquel on arrive constitue 
notre forme canonique générale. 


5. Dans le Chapitre suivant, nous verrons que le degré d’indéter- 
mination des solutions d’un système dépend uniquement de n, B,, 
Ba, ..., Bm, les B étant les indices de e”. 

Il est possible de déterminer tous ces nombres sans être obligé de 
faire le changement linéaire à coefficients indéterminés qui conduit à 
des calculs très pénibles. 

Considérons les systèmes successifs 


Sus Sur easy S;. 


Soit p, le nombre des équations de S,, qui sont linéairement indé- 
pendantes. Considérons l'ensemble canonique d’ordre &, qui aurait p, 
termes, et désignons par g, le nombre des termes de son ensemble 
dérivé. 

Tant que l’on aura & <2, on aura 

Pk+ı > Wk 


et purk=n 
Pa+i = In, 
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n se trouvera ainsi déterminé et B,, B,, ..., Bm, seront les indices de 
l’ensemble canonique d'ordre n et ayant p, termes. 


CHAPITRE IT. 


ÉTUDE DE LA FORME CANONIQUE. 


1. Forme des identités d’intégrabilite. — Considérons un systeme 
canonique S, et, d’une façon générale, désignons par 


Sans. am — 0 


l'équation de S,, qui est résolue par rapport à 


Ai ra a 
Ti'Te. i] Type 


Designons, en outre, par B,, B,, ..-, Bm, les indices de E” et par e” 
l’ensemble complémentaire de E”. 

En multipliant par x,, les monomes de e”, on n'obtient jamais le 
monome appartenant à (E”)’. 

Il n’en est plus de même si on les multiplie par x... 


Le monome 
xB xBs wee rm amt ) 


qui forme le premier groupe G„_, de e*, donnera 


- +1 
abs cbs... amt, 


constituant le dernier groupe G,,_, de (E”)’. Mais ce monome peut 
encore s’obtenir en multipliant par x, le monome 


go: ad en zn em, 


qui forme le dernier groupe G,,_, de E*. On l’obtiendra donc en resol- 
vant l’équation 
Lm SB, By...Bm — % 
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et l’expression ainsi obtenue ne contiendra pas d'autres monomes 

appartenant à (E”)’. | 
Voyons maintenant la multiplication par &„_,. Les termes de e”, qui 

donneront des monomes appartenant à (E”Y, seront de la forme 


aha. een (ami < Om) 


ou 
rhin... tin  (@m-1 2 Bm-ı) 


et proviendront de la seconde portion du groupe G,,_,, qui est à cheval 
sur E” et e”, ou du groupe G„_. qui suit immédiatement. 
On obtiendra ainsi les monomes 


CE ER .. Amt! g&m-ı a (ami < Bin )» 


xB ris. .. mn ems hm (Am-ı 2 Bm-1)- 
Les premiers n’existent que si 8,,_, 4 0. On a alors 


Bi+ Bat... + dm at It Am + Sm=Hnt+s, 
Bi + Bet+.. + Ban < n, 


ce qui montre que a,,_, et a, ne peuvent pas être simultanément nuls. 
En divisant ces monomes soit par x», soit par Z,,_,, on obtiendra donc 
des monomes appartenant à E”. 

Voyons les seconds; si l’on a &,_, > 6, ,, en les divisant par x„_,, 
on obtiendra sûrement des monomes de E”. Si l’on a «,_, = 8,,_,, on 
aura surement @,, = 0, car 


pit Bet. + Bunt Ben + An — N + 1, 
Bi + Ba +. + Bm-.+ Bn-ız n. 


En divisant par +, on obtiendra forcément des monomes de FE”. 

Ces monomes de E” appartiendront aux deux derniers groupes G,,_, 
du dernier groupe G„_;- 

Designons d’une façon générale par S,,, des équations appartenant 
aux deux derniers groupes G, du dernier groupe G,_,, nous voyons 
que les termes de (E”)’ qui proviennent de termes de e” par la multi- 
plication par z,_, s’obtiennent en résolvant des équations de la forme 


Lm 3(m—2) = 0 ou Lm—S(m—1) = 03 
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les premières ne contiennent pas d’autres termes appartenant à (E”)’, 
mais il n’en est pas de même des secondes; elles peuvent contenir un 
terme de (E”)’, provenant de la multiplication d’un terme de c” par 
Im-ı 

On le fera disparaitre en considérant une équation de la forme 


Lm —3(¢m—2) + CSz,,8,...., Bm — 9 


C étant une constante convenablement choisie. 

En faisant des raisonnements analogues, on verra que les monomes, 
appartenant à (E”)’ et provenant de la multiplication par z,,_, de 
monomes de e”, s’obtiendront en résolvant des équations de l’une des 


formes 
Ton Sm-3) — O, 


Im S(m-3) + Cz, SB Bu, 8m = 0, 
TL mo S (m3) + ln 2 CS m2) + Cxn S6,, Bar... Bm = 0, 


qui ne contiennent aucun autre monome appartenant à (E”)’. Et ainsi 
suite. 

Considérons un monome appartenant à (E”)’. Il peut provenir de 
plusieurs monomes de E*. Si S’ et S” sont deux équations dont il pro- 
vient, on aura une équation de la forme 


2,5’ — zS’= O, 


qui devra se réduire a une identite en vertu des autres équations. En 
y remplacant par les valeurs obtenues précédemment les monomes de 
(E”)’ qui proviennent de la multiplication des monomes de e” par z, 
ou x, et en supposant p > q, on arrivera ainsi à des identités de la 
forme 


ZpS'— 2,5" + EP p+1 S(p) 
+ EP piaS pir) Hess + EP Some) + Pin SB,, Ba. Bm = 0, 


où P, représente un polynome homogene du premier degré et à coeffi- 
cients constants en am, Um-is » ++, Ly. 


2. Existence des solutions d’un système canonique. — Admettons 
que tout système canonique 4m — 1 variables possède des solutions où 
ces variables ne sont pas toutes nulles. 
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Reprenons notre système canonique S, aux m variables z,, æ:, ..., 
x, et aux indices B,, By, ..., Br. 

Posons 

Lr = Y LTin-1s 

le systeme S, se transformera en un nouveau systeme 2, formé par 
des équations homogènes en 2,, 2, ..., Lm_, et contenant en outre 
un paramètre arbitraire y. 

Considérons l’ensemble canonique e” formé par des monomes en 2,, 
Lo, +++, Lm_, et QUI à pour indices 


Bi, ß,, ce ey Bin—2 


et désignons par e” son ensemble complémentaire. 

On voit immédiatement que tous les monomes en x&,,æx,,..., mts 
Lm Qui appartiennent à un même groupeG,,_, donnent, par la transfor- 
mation considérée, le même monome en &,, Xq, ..., Œm_se 

Tout monome de E” donnera un monome de ¢”, et réciproquement, 
tout monome de e” proviendra d’un monome de E*. 

Il n'existe pas tout à fait la même correspondance entre e” et e”. 

Puisque les transformés des monomes de E” appartiennent toujours 
a e*, les monomes de e” ne peuvent provenir que de termes de e”; 
mais la réciproque n’est pas vraie; les termes de e” donnent en général 
des termes de e”, mais il ya exception pour les termes de e” qui appar- 
tiennent au groupe G„_, qui est à cheval sur E" et e”; tous les termes 
de ce groupe ont le même transformé qui, étant transformé d'un terme 
de E”, appartient certainement à e”. 

Rangeons les équations S, en groupes G,,_.. 

Deux équations S’ et S’ appartenant à un même groupe G,,_, ont des 
premiers membres qui ne different que par les exposants de x„-, et 
Æm. En en prenant deux consécutives, elles fourniront une identité 
d’integrabilite 

Em I — Lm 3" + 0X SB ,Bu... Bm = 9 
qui restera encore une identite apres la transformation. On obtiendra 
ainsi 
Bm 2! — YB my 2" + CY Lin 28,8... 8m — 9 


ou plus simplement 
2'— y2’+Cy23,8,..8m = 0. 


SUR LES SYSTEMES ALGEBRIQUES, ETC. 31 


Désignons par /,, fa, ..…, files équations S du dernier groupe G,,_», 
en commençant par la dernière, et par 9,, 92, ..., 9, les équations 
transformées. Nous aurons les identités 


¥%= (1+ Cry) %, 
Y9 = Pat Cr 91, 


VO Da + Cy 1} Oie 


De ces identités on déduit immédiatement que 9,, Pa, ..., 9% sont 
respectivement divisibles par x'~', a*-?, ..., x', x°, et, en posant en 
général 

zart), 
on aura 
WwowWit+ Cy + C,y%?+...+ Cy y*-'); 


toutes les équations provenant du dernier groupe G,,_, se réduisent 
donc à l'équation unique 


W—o, 


qu'on obtient en prenant la transformée de la dernière équation S” et 
la divisant par y®=, puisque l’on a évidemment 


k=ß.+ I. 


Soient maintenant 0,, 6,, ..., 9 les équations successives d’un 
groupe G,,_, quelconque. Nous aurons les identités 


0 — Y6: + Cry 9: zo, 
6,—y7y9, +79 =o, 
9, — y 99-1 + Cy-17 9: = O. 
On en déduira en général 
0, = y 18, + y9(G- + Cia +...+ Cy"), 


et par conséquent toutes ces équations se réduiront, en vertu de 
Ÿ, = 0, à l'équation unique 
0, = o. 
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Je dis que le systeme 2, ainsi obtenu est résoluble effectivement par 
rapport aux monomes de €”. 

En effet les équations Z, qui proviennent des groupes G,,_, autres 
que le dernier seront immédiatement résolues par rapport à tous les 
monomes de e” autres que le dernier, et les expressions obtenues pour- 
ront contenir ce dernier monome en même temps que ceux de e”. Il 
suffit alors de montrer que l’équation Ÿ, détermine ce monome. 

La dernière équation S, est de la forme 


i=Bm-ı 
rad, a ima gem — > C, 8: Be, .. dm i Bots À, 


ii 


À désignant une expression formée avec les monomes des groupes G,,_, 
qui suivent dans e”. 
La transformée sera 


i=ßm-ı 


Bn a Be, mat dm — Bm goBe amt Bm > C,y'+B, 


i=1 


B désignant une expression formée avec les monomes de e*. 
‚On sait a priori que l’équation ainsi obtenue est divisible par y®», de 
sorte que l’équation Ÿ, se réduit à 


i= Bm-ı 
a... Pmt Bm ly — > Cy' }=B’, 
i= 

B’ ne contenant que des monomes de e*. Le coefficient de x*. . . 28m—1+ Bm 
ne peut pas étre nul identiquement, de sorte que, si on laisse y arbi- 
traire, cette équation sera résoluble effectivement par rapport au der- 
nier monome de €”. 

Supposons que e” ne soit pas complet, c'est-à-dire que B,, 8,,..., 
BA ne Soient pas tous nuls; je dis que Z” est canonique. 

Pour le démontrer, nous allons comparer les systèmes S,,, et &,,.- 

Toute transformée d'une équation de S,,, est évidemment une 
équation &,,, et toute équation de &,,, peut s’obtenir en faisant la 
transformation dans une équation de S,,, convenablement choisie; il 
en résulte que le nombre des équations distinctes de &,,, sera rigou- 
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reusement le nombre de groupes G„_, qui se trouvent dans S,,,, 
c'est-à-dire qu'il y a de termes dans l’ensemble transformé de (E” y. 

(E”)’ ayant B,, B., ..., B,,-, pour indices, ceux de l’ensemble trans- 
formé seront ß,, B,, ..., Bm. Ces indices étant précisément ceux de 
ec", ıl en résulte que l’ensemble transformé de (E”)’ n’est autre que 
(ery. 

Z,+, a donc autant d'équations distinctes qu’il y a de termes dans 
(e")’ et cela suffit pour démontrer que =, est canonique. 

Supposons en dernier lieu que e” soit complet, c’est-à-dire que l'on. 
ait 

B,=By=...= Bm. 0. 


L’equation 4, = 0 se réduit ici a 


i=8,,_, 


ail 1 — > Cy! | = 0. 


É= 1 


Si on laisse y arbitraire, elle donnera z,,_,= o et les autres équa- 
tions de Z, montreront que toutes les autres variables doivent être 
nulles. Il y a donc incompatibilite. 

Mais déterminons y par l'équation 


i=Bn-i 


I — > C;y'= 0, 


i=1 


l'équation ), = o se réduira à une identité et le systeme Z£, sera résolu 
par rapport à un ensemble canonique e; am — 1 variables ayant pour 
indices 

0, O0, ..., O, 1. 


La dernière équation de x,,, étant une déduite de ), = o se réduira 


aussi à une identité, de sorte que Z,,, aura un nombre d’équations 
distinctes au plus égal au nombre des termes d’un ensemble canonique 


ey ayant pour indices 


O, O, ung O, I. 


Cet ensemble ayant les mêmes indices que e? n’est autre que (ce?) 
et cela suffit pour démontrer que 2, est canonique. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. Janvier 1895. I 
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Le raisonnement précédent suppose essentiellement que y a une 
valeur finie. Il est donc en défaut si B,, B,, ..., By. étant tous nuls, 
les C; le sont également. 

Reprenons alors le système S,. Les équations du dernier groupe 
Gh_2 se réduisent à 


T1 — 0, Lo Lin Oy, ..; um bm — 0 
et exigent par suite que l’on ait x,_,= 0. 
Faisons alors x,,_, = o dans toutes les équations de S, ; toutes celles 


du dernier groupe G,,_, se réduiront a des identités et les identités, 
dont on s'est déjà servi, et qui existent entre deux équations consé- 
culives d'un même groupe G,„_,, montrent que, parmi les équations 
d’un même groupe G,,_., la dernière seule ne se réduira pas à une 
identité. Un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans le cas 
précédent montrera que le systeme en +,,x,, ..., Ly—a» Lm ainsi ob- 
lenu est canonique. 

Puisque, dans tous les cas, on est ramené à un système canonique 
à m—1 variables qui, par hypothèse, admet des solutions où ces 
m — 1 variables ne sont pas toutes nulles, le système proposé à m va- 
riables admet certainement des solutions autres que 


1,2 —.. -— Lyy — O0. 


On est donc ramené à démontrer la propriété pour les systèmes 
canoniques à deux variables. Ces systèmes sont composés d’une seule 
équation, de sorte que, dans ce cas particulier, le théorème général se 
réduit au théorème classique de d’Alembert. Donc : 


Tout système canonique admet des solutions où les inconnues ne sont 
pas toutes nulles. 


3. La résolvante generale de Kronecker. — Considérons un système 
d'équations homogènes à m variables. Remplaçons-le par un système 
équivalent dont toutes les équations seront du même degré et faisons, 
pour éviter des cas particuliers, le changement linéaire de variables le 
plus général. 
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Soient 
Fi( 21, ---5%m) = 0, F.(2,.., Lm) = 0, 


ces équations. 
Elles peuvent avoir un facteur commun 


Pin (yy 005 Lm) 
En le supprimant, on obtiendra 
Fi (21) 6-29 2m) = 0, ° Fy (a1, ..., 2m) =0, weed 
formons les deux combinaisons 


UF+UF,+...=0o, 
V‚FE+VsF,+...=o. 


Entre ces deux équations, éliminons x,, nous obtiendrons une 
equation 
@M(.r,,..., 2m Uns... Vi...) = 0, 
qui sera homogene en x,, ..., &„. En annulant les coefficients de 
termes en U et V, nous arriverons à un systeme 


G (Lay. +++ Lm) =O, Gare ..., Ly) =O, 


qui exprimera les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
équations F’, considérées comme des équations en x,, aient une solu- 
tion commune. 

On traitera les équations G, qui sont à zn — ı variables, comme on 
a traité les équations F, et l’on arrivera à trouver, pour chacun des 
systèmes qu'on obtiendra successivement, un facteur P qui pourra 
avoir le degré o. 

Kronecker appelle résolvante generale l'équation 


Pin (2X1, .. Em) P„-ı (23, .. ., Tm) see P3(2m-—as Tyn—19 Lm) Ps (mass Lm) =O; 


a chaque facteur P, de degré autre que o correspondent des solutions 
dépendant de g — 2 paramètres arbitraires, en ne tenant pas compte 
de celui qui provient de l'homogénéité des équations. 

Si l'on prend le langage géométrique, on peut dire que, à un fac- 
teur P, de degré y,, correspond, dans l'intersection des multiplicités 
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algébriques considérées, en équations homogènes dans l'espace à 
m — 1 dimensions, une multiplicité I,_, à g — 2 dimensions et qui est 
de degré y,. 


4. Signification géométrique des indices d’un système canonique. — 
Solent 
®, = Ath +. oot Au= O, 
®,=B,rt-+...+ Bu=o 


deux équations homogènes d’ordre x, dans lesquelles on a mis x, en 
évidence. Pour éliminer z, par la méthode de Sylvester, on considère 
les équations 

rı®, =o 

ri d,= 0 (£—0,1,...,u —1). 
On y considère toutes les puissances de 2, comme des inconnues dis- 
tinctes et, en prenant le déterminant de ces équations linéaires, on a 
le résultant 


Ag A, . .. Ap O ... O 

R — O .. O A, Ay . ... Ay 
= B, B, . .. Bu O ... O 
By B, e » 8 © Bu 





Si l'on appelle C,, C,,..., Cy, D,, De, ..., D, les mineurs relatifs 
à la dernière colonne, lesquels sont des polynomes en z,, ..., Xm, on 
aura | 
i—p i=p 
R=, © Cart-+0, Ÿ Dirt, 


i=1 i-1 


ce qui montre que R est une combinaison linéaire des deduites de ®, 
en des deduites de ®.. 
Supposons maintenant que l'on ail 


®,— U,F,+U,F,+..., 
®,=V,F, + V‚;‚F,-+.. . 


les U et V étant des constantes arbitraires. 


SUR LES SYSTEMES ALGEBRIQUES, ETC. 37 


Dans l'expression de R, ®, et ®, seront des polynomes en U et V; 
il en sera de même des C, et D,, de sorte que le coefficient d'un terme 
quelconque de la forme UV‘ sera de la forme 


2F;Q;, 


les Q, étant des polynomes en x,, æ,, ...,æ,; et l’on sait, a prior, que 
toutes les puissances de x, disparaitront d’elles-mémes. Donc, toutes 
les équations obtenues en écrivant que R = o est une identité relati- 
vement aux U et V sont des combinaisons linéaires des déduites des 
équations F. 

Reprenons maintenant le système canonique S,, ayant pour indices 
B,, Bs, ..., Ba, et provenant du système initial S, composé des équa- 


tions 
F,= 0, F,=o, 


ayant toutes le même degré x. 

Si les équations F ont un facteur commun qui, à cause du change- 
ment indéterminé de variables, contient certainement toutes ces va- 
riables, on ne pourra jamais trouver des combinaisons linéaires des 
déduites, ne contenant pas x,, puisque le système admet des solutions 
dans lesquelles on peut prendre arbitrairement x,, ..., æ,. De là 
résulte immédiatement que l’on aura 


6, Ao. 


La réciproque est vraie, car, si les équations F n’avaient pas de fac- 
teur commun, les deux équations 


®,=23UF=o, 
®&,=23VF=o 


n'auraient pas de facteur commun et, en éliminant x, entre elles, on 
tomberait, en appliquant le procédé de Kronecker, sur des équations F’ 
qui ne seraient pas des identités et qui seraient des combinaisons 
linéaires de déduites de F; donc Z, contiendrait des équations dans 
lesquelles ne figurerait pas x, et, par suite, on aurait 


Bi = o. 


Ce facteur P,(æx,, ..., &m) de degré y, contient certainement un 
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terme en a", car, dans &,, la première équation est de degré n ct con- 
tient le terme x7. On peut évidemment supposer que le coefficient de 
at dans P,, est l'unité. 

De ce que la dernière équation de X, contient a, à la puissance à, 
résulte immédiatement que l’on a 


1m < By. 


Je vais démontrer que, si l’on divise par P,, toutes les équations du 
systeme %,, on obtient un nouveau systeme S,_,,. qui est encore ca- 
nonique. 

Remarquons d'abord que, si l'ensemble E” est canonique et a pour 
indices 


Bis B2, 77 09 Bn-1 


en divisant tous ses termes par x", on a un nouvel ensemble E”-1, 
qui est encore canonique et qui a pour indices 


B, — Ym Be, e889 Sm—t- 


Désignons par M,_4, les monomes en 2, ..., x, et de degré rn — 8, 
qui, multipliés par x, donnent des termes de E*, et par M, _;, les 
monomes analogues fournissant des termes de e”. 

Toutes les équations du dernier groupe G, de 2, seront de la forme 


rBM,-p, = 2Cxrc?M,_¢,+ A, 


A désignant un ensemble de termes qui, relativement à x,, sont de 
degré inférieur à ß.. 
En divisant par P, on aura des équations 


x8i—Yn(M,_8,— 2CM,-8,) + Bo, 


B désignant un ensemble de termes qui, en x,, sont de degré inférieur 
à B,—Ym- Les équations ainsi obtenues seront donc résolubles par 
rapport à tous les termes 

ad mM, 
c’est-à-dire par rapport à tous les monomes du dernier groupe G, de 
Es. 
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a 


Considérons maintenant l’avañt-dernier groupe G, de £,. Toutes les 
équations seront de la forme 


cetiM, 3 1 — À = 0, 


M,„_s,_, désignant successivement tous les monomes en x,, ..., x, de 
degré n — 8, —1 et A étant un ensemble de termes qui, en x,, sont au 
plus de degré ß,. 

Après division, on obtiendra 


zB Ym+!M,_B,_ı— B=o, 


B étant un ensemble de termes qui, en z,, sont au plus de degré 
B, — ,. Ces équations seront donc résolubles par rapport à tous les 


monomes de la forme 
Bi —Ym + M,—6,—15 


c'est-à-dire à tous les monomes de l’avant-dernier groupe G, de E”"!n. 
En continuant ainsi, on verra que les équations S,_, sont résolubles 
par rapport à tous les monomes de E"-*». 

On remarque que les déduites des équations S,_,, s’obtiennent for- 
cément en divisant par P,, les deduites des équations S,, c’est-à-dire 
les équations S,,,. Il en résulte, par le raisonnement précédent, que 
les déduites des équations S,_,, seront résolues par rapport à tous les 
monomes d’un ensemble canonique d’ordre n — ym +1, ayant pour 
indices 


B, — Yas Be, 9 Bin 


et qui, par suite, est l’ensemble dérivé de ET». 

Le systeme S,_,, est donc canonique. 

Mais, par hypothèse, les équations S,_,, n'ont plus de facteur com- 
mun; donc le premier indice de ce système doit être nul, ce qui prouve 
que l'on a 


Ym= Pi. 
Dans le système S,_4, ainsi obtenu, et ayant pour indices 
0, Bs, oe eg Bm—t1» 


séparons les équations qui ne contiennent pas z,; elles formeront un 
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nouveau système à m — 1 variables, qui sera canonique ct aura pour 
indices 


Be, ooeg Bm—1- 
Ce systeme sera précisément le systeme 
G (2... Lm) = 9, Gel .-+) 2m) =0;, un, 


deja considere a propos de la resolvante de Kronecker, qui aurait ete 
mise sous forme canonique. 
En reprenant les raisonnements precedents, on pourra en deduire 
que 
Yn-ı = Be, 


et ainsi de suite. On aura finalement les égalités 
Yn — Bi, Ym-ı = Bes .. Yı = Bm—2» 72— Bin—t1- 
Nous obtenons donc cette propriété : 


Les indices d'un système algébrique sont les degres des facteurs de la 
résolvante générale de ce système, 


ou: 


Si, dans l'espace a m — ı dimensions, les surfaces forment un systéme 
ayant B,, Ba, ..-. Bm, pour indices, leur intersection complete I se 
compose : 


d’une multiplicité 1,-, à m — 2 dimensions et de degré G,, 


» lus m—3 » » Ba, 
ee eee eee eee soccer ressens , 

» I à I » » Be) 

» I, a O » » Bm—1s 


en convenant de désigner par multiplicité à o dimension et de 
degré B,,-, un systeme de 8,,_, points. 
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CHAPITRE II. 


SUR CERTAINS SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 


Soit 2 un système d’équations aux dérivées partielles à une seule 
inconnue 2, aux m variables x,,æ,, ..., Ln, et dont toutes les équa- 
tions sont linéaires, homogènes et à coefficients constants. 

Dans toutes ces équations, remplaçons chaque dérivée 


dPz 


Ort Ich... OLE 
par le monome correspondant 


Le 4 a 
LEN Lt. Lyme 


Nous formerons ainsi un système algébrique S à m inconnues ho- 
mogenes. Nous appellerons S le transforme algébrique de 2. 
On a remarqué depuis longtemps que, si 


Qi, Ae, eeey Ain 
est une solution du systeme S, 
IX + Ole +... + An 2m) 


est une solution du système &, / étant une fonction arbitraire. Il y a, 
entre ces deux systèmes, des relations beaucoup plus étroites, que nous 
allons mettre en évidence. 

OP 3 
Ox} Oxy}... dxSy 


de S. Si, dans & et S, on fait simultanément le changement 


A tout terme de 2 correspond un terme xx... ad 


m 


By ME + Air... +, (¢= 1, 2,..., me), 


les équationsS resteront encore les transformées algébriques des équa- 
Ann. de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome XIV. — Fevrıza 1897. 
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tions Z, et si l’on désigne par Z; et S; deux équations correspondantes, 
l'équation 
— 23,=o 
Ox; / 
aura pour transformée algébrique 


TiS) = O. 


Il résulte immédiatement de ces remarques que si l'on fait la reduc- 
tion de & à sa forme canonique Z, par le procédé indiqué dans le 
Mémoire déjà cité, puis celle de S à sa forme canonique S,, comme il 
a été expliqué dans le premier Chapitre du Mémoire actuel, le système 
S,’ sera le transformé algébrique du système &,. 

De là on conclut immédiatement : 


Un système Z et son transformé algébrique S ont toujours les mêmes 
indices. 


Soient B,, B,, ..., Bm, ces indices. 

Nous avons vu que ces indices déterminent complètement la nature 
de Vintersection des multiplicites S, et, d’autre part, nous savons, par 
le théorème de Cauchy étendu aux systèmes différentiels les plus gé- 
néraux, que le systeme Z, qui ne peut pas être incompatible, a une 
intégrale générale qui contient : 


8, fonctions arbitraires de mn — 1 variables, 
Bs » m—2 » 


et, en plus, un nombre limité de constantes arbitraires. 
En comparant ces deux résultats, nous allons arriver aux propriétés 
que nous avions en vue. Supposons d’abord que l’on ait 


Bi = Bs =... Bm-1 = 93 


c'est la condition nécessaire et suffisante pour que S soit incompatible, 
c’est-à-dire admette la solution unique 


IT 0 Zn... Fy, — 0. 
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Mais c'est en même temps la condition nécessaire et suftisante pour 
que l'intégrale générale de & dépende seulement d'un nombre limité 
de constantes arbitraires. Dans ce cas, les équations S, s’obtiendront 
en égalant à o tous les monomes d'ordre n; par suite les équations 
d'ordre n de =, s’obtiendront en annulant toutes les dérivées d'ordre 
nde 3. 

z sera donc un polynome entier enr,, æ,,...,æ,. En y considérant 
les coefficients comme des constantes arbitraires et écrivant que les 
équations Z sont vérifiées identiquement, on aura entre ces coefficients 
des relations linéaires. Nous pouvons, par suite, énoncer cette pro- 
priété : 


La condition nécessaire et suffisante pour que le système X ait une inte- 
grale générale dépendant seulement d'un nombre limité de constantes 
arbitraires est que le système algébrique S soit incompatible. 

Dans ce cas, l'intégrale generale de X est de la forme 


a,P,+a,P,+...+ a gP4, 


les a étant des constantes arbitraires et les P étant des polynomes entiers 
en z,; X eeeg ne 


Supposons maintenant que ce système algébrique S soit compatible, 
c’est-à-dire que les B ne soient pas tous nuls. 
Supposons, par exemple, que l’on ait 


Bi; Ao. 


Designons par I l’intersection totale des multiplicités S et par © 
l'intégrale générale de 2. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait dans I une 
multiplicité [,,_;_, de degré B; est que le z** indice de S ait pour va- 
leur B;. C’est aussi la condition nécessaire et suffisante pour que, dans 
6, figurent 8; fonctions arbitraires de m — £ variables. Donc : 


La condition nécessaire et suffisante pour que o contienne B; fonctions 
arbitraires dem — i variables est que I contienne une multiplicité I,_;_, 


de degré ß.. 
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EN 


Nous pouvons alors énoncer le théoreme general suivant : 


La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale generale d’un 
système È depende de 


8, fonctions arbitraires de m — 1 variables, 
3: » m—2 » 


et d'un nombre limité de constantes arbitraires est que la solution gene- 
rale du système algébrique S se compose : 


d'une multiplicité In-, de degré B,;, 
» Ta-3 » Ba; 


On peut remarquer que sı I contient une multiplicité I„_,, le systeme 
Z peut se simplifier. En effet, dans ce cas, les équations S ont un 
facteur commun R(x,, x,, ..., x). Désignons par p(3) l'expression 
linéaire dont R est la transformée algébrique. 

En prenant 3 = p(z) comme nouvelle inconnue, on sera ramené à 
un nouveau système &’ qui aura pour indices 


0, Ga, co ey Bun-ı 


et dont l’integrale générale ne contiendra aucune fonction arbitraire 
de m — ı variables. Connaissant 3’, on aura z en intégrant l’équation 


t 


p(s) = 2, 


intégration qui introduira des fonctions arbitraires de m—¥1 va- 
riables. 





SUR LA 


DEFORMATION DU PARABOLOIDE 


ET SUR 


QUELQUES PROBLÈMES QUI S’Y RATTACHENT, 


Par M. A. THYBAUT, 


PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES AU LYCÉE DE LILLE. 


INTRODUCTION. 


En 1891, M. Weingarten a publié un curieux théorème qui permet 
de ramener la détermination des surfaces applicables sur une surface 
donnée à la recherche d’une famille de surfaces dont les rayons de 
courbure vérifient une relation involutive d’une forme particulière ('). 

L’éminent géomètre n’a pas indiqué les principes qui l'ont guide 
dans ses recherches, mais M. Darboux a trouvé l'origine véritable de 
la transformation de M. Weingarten dans la théorie du roulement 
d’une surface sur une surface applicable. 

Avant d'employer cette méthode pour trouver toutes les surfaces 
qui ont un élément linéaire donné, il faut mettre cet élément linéaire 
sous une forme spéciale; d'ailleurs, cette operation peut être faite 
immédiatement lorsqu'on connaît l’une des surfaces cherchées. 

Nous exposons dans ce travail une transformation analogue, mais 
plus générale, qui peut être appliquée à un élément linéaire quel- 
conque. À chaque forme de l'élément linéaire on peut faire corres- 
pondre un problème bien déterminé sur les congruences rectilignes; 


(1) WEINGARTEN, Sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée ; 
Extrait d’une lettre à M. Darboux (Comptes rendus des séances de l’Acad. des Sciences, 
t. CXII, p. 607 et 796; mars 1891). 
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en particulier, la forme spéciale qu’emploie M. Weingarten conduit 
immédiatement à la méthode qu'il a découverte. 

Nous avons appliqué notre transformation à un exemple. La solu- 
tion complète du problème que nous nous sommes proposé donnerait 
toutes les surfaces applicables sur le paraboloide quelconque, mais 
nous n'avons réussi qu'en opérant sur deux paraboloides particuliers : 
le paraboloide de révolution (qui a deux plans directeurs isotropes) 
et le paraboloide qui n'a qu'un plan directeur isotrope. Ces deux 
exemples avaient été déjà traités par d'autres méthodes; on les trouve 
dans les travaux de M. Weingarten, complétés par M. Darboux. 

Nous avons pu rattacher à la déformation de ces deux paraboloides 
la solution de quelques problèmes de Géométrie; mais, pour exposer 
simplement ces nouveaux résultats, nous avons di souvent compli- 
quer les calculs auxquels notre méthode nous aurait conduit directe- 
ment, si nous n’avions eu en vue que la déformation des parabo- 
loides. 

Ce travail est divisé en trois Parties. 

La premiere Partie contient l'exposition de la méthode et l’enonce 
du problème auquel elle conduit lorsqu’on l’applique à l’élément 
linéaire du paraboloïde. La liaison entre la déformation du parabo- 
loide et la théorie des surfaces isothermiques est établie par la pro- 
position suivante : 


Chaque surface applicable sur le paraboloïde fait connaître un couple 
de surfaces isothermiques. 


La deuxième Partie est consacrée à la déformation du paraboloide 
de révolution et à la résolution de quelques problèmes nouveaux. 
Nous y déterminons, en particulier, tous les couples de surfaces in- 
verses à représentation sphérique isotherme, et nous indiquons quelques 
propriétés géométriques de ces couples de surfaces. 


Enfin, dans la troisième Partie, nous appliquons notre méthode à 
l'élément linéaire du paraboloide qui a un plan directeur isotrope. 
On est naturellement conduit à l'étude des équations de Laplace E, 
de la forme 
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dans lesquelles la somme des carrés de p solutions particulières est 
nulle. Nous montrons que, étant donnée une solution quelconque de 
cette équation, on peut, à l’aide de quadratures, trouver une autre 
solution distincte, en général, de la première, et nous indiquons, dans 
le cas des équations harmoniques E,, une interpretation géométrique de 
la transformation. Le cas où les deux solutions ne sont pas distinctes 
nous permet de déduire de l'équation E, une équation E,,.- 

En appliquant ce procédé aux équations harmoniques E,, nous trou- 
vons une nouvelle classe de surfaces isothermiques dépendant de deux 
fonctions arbitraires et nous distinguons aisément les surfaces alge- 
briques. | 

La recherche des surfaces isothermiques, qui « constitue certaine- 
ment l’un des problèmes les plus difficiles de la Géométrie », a écrit 
M. Darboux, n’avait fourni jusqu'à présent qu'une classe dépendant 
de deux fonctions arbitraires : les surfaces minima et les surfaces 
qu'on en déduit par l’inversion. 

Les principaux résultats nouveaux contenus dans ce travail ont été 
communiqués à l’Académie des Sciences dans la séance du 14 oc- 
tobre 1895 et dans celles du 13 avril et du 3 août 1896. 

Dans l’exposition, nous avons fait constamment usage des résultats 
contenus dans l’œuvre si remarquable de M. Darboux : Leçons sur la 
Théorie des surfaces; nous avons employé particulièrement la belle 
théorie des douse surfaces. 


PREMIERE PARTIE. 


1. Supposons qu'un point d’une surface ait pour coordonnées rec- 
tangulaires les fonctions &, n, ¢ de deux paramètres quelconques u 
etv. 


Posons 
dE = x dv + x; du, 


dn = y dv + y; du, 
= sdv+3, du; 
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Ox _ 07: 
du ov 
(1) oy = Oy: | 
u dv 
ds _ dm. 
du av” 
| z’+y°’+2? —G, 
(2) za, +YyYı+33,=F, 
| ri+ yi+ 2! = E; 


élément linéaire sera 
ds'=— Edu?+ 2F du de + G dv. 


Pour trouver une surface £ ayant cet élément linéaire, il faut dé- 
terminer six fonctions z, y, 3, æ,, Yı, 3,, vérifiant les relations (x) 
et (2). Ce probleme peut étre transformé de la facon suivante : 

Soient A et A, les points dont les coordonnées sont respectivement 
x,Y,5etx,,y,,3,. O étant l’origine, menons par A une droite AB 
parallèle à OA, ; à chaque point de la surface 2 correspond une droite 
AB, ces droites forment donc une congruence C. La méthode que 
nous allons exposer a pur but de remplacer la recherche de toutes les 
surfaces Z par celle des congruences C correspondantes; nous allons 
démontrer d’abord quelques propriétés des développables et des points 
focaux de la congruence C. 


2. Les coordonnées d’un point quelconque M de la droite AB sont 
r+ AX, ytaAy,, 3+ À3,. Le plan AOA, étant parallele au plan 
tangent à Z au point correspondant, on voit facilement que, dans ce 
plan tangent, la direction parallèle à OM est définie par la relation 


__ AM 


du _ AM 
0A, 


de — À 
Les développables de la congruence sont données par les égalités 


dr + dr;  dy+iAdy, dzs+ids,_ MdE+22dF +dG _ 


(3) a 0, 07T, FTToErn Bi 


le dernier rapport est une combinaison simple des trois premiers, 
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obtenue en faisant usage des équations (2). Des relations (3) on tire 
les égalités 


| DE hu + DE jo +2 (SE du + 9X do) —p2,=0, 


Ou ov 0 ov 
| OY OY do Oy OY. 4, —_ 
(4) dur ds +2 (2 du + I dv) — py =o, 
Os 





3 05; D5, 4. _ 
Ge du + Se de + à (St du + 0 dv) — pa =o. 


Éliminons À et entre les équations (4) et ordonnons, par rap- 
port à du et à dv; nous obtenons 


Ox Or, Or, 
du du 


dx OX, 


ri [du + Se SE SE 


ox 0x1. 


du de + do Dr 7 











: | dos — 0, 





du de + 5 


Dans cette relation chaque coefficient est un determinant que nous 
avons réduit à sa premiere ligne pour simplifier l’ecriture; on forme 
la seconde et la troisième ligne en remplaçant x par y et =. 

En éliminant de méme du et dv entre les trois équations (4) et en 
ordonnant le résultat par rapport à A, nous obtenons 


dr Ori. 


Ox, Ox 
(6) “Ov du #1 


+ | SS Sr 24 


Or Ox 


0x dx L + oF SF | =0. 


dv du #1 








Dans les relations (5) et (6) le deuxième coefficient est nul d'après 


er , . du . . 
les égalités (1) et les deux équations en 7, et en A sont identiques. 


En désignant par & et 4 les racines de l’équation (6), on déduit 
aisément de l'identité des deux équations que la développable qui cor- 
respond à A est définie par la relation 


du , 
at 
la developpable qui correspond à A’ par la relation 


du 


de —*: 


Si l'on appelle F et F’ les points focaux situés sur AB, on déduit de 
la définition des valeurs particulières # et X de A 


AR AP 
Gr, =5x 
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(9) 
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. du 
Dans le premier et le dernier des rapports (3), remplaçons — par 


k et À par #; on obtient 


whi D LR OZ IE peck KR), 


(7) Ou dv du oF 
avec 
pag EL IE op OF OF 9a, OG 
E(k) = du de du dv du Ta. 
fs? _ 2(KE+F) 


On peut écrire deux relations analogues à (7) en remplaçant x, et x 
par y, et y, ou par s, etz. De même, en substituant respectivement à 


du eta A les valeurs & et £’ on obtient 


de 
(8) kr D + RE + qe Son oe — 2, F (Kk). 


Les premiers membres des équations (7) et (8) sont identiques : 
d'apres les égalités (1); donc 
F(k, k') = F(K’, k). 


En développant cette condition on trouve entre A et A la relation 


involutive 
OF L0E dE 0G dE 0G .0F _0G 
kk (3 ES ES Fo )+a+H (EI SE) + + ES oF Ey Fo, 


et la fonction symétrique F(A, &’) peut prendre les deux formes 


kr (2 ram = 
F(k DE as 
dE oF 0G 


Er és _— — — 
kk + (k +k) $ EL, Tu 
= + . 


(10) 


3. Ces relations préliminaires étant établies, nous pouvons démon- 
trer immédiatement le théorème suivant : 


Supposons que deux points A et À, aient respectivement pour coordon- 


! ee 2 _ F__ 1 — — Fr — 
ke (ET ES Fou) + (+4) (ES Pv 
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nees rectangulaires les fonctions x, y, 2 CL x,, Yı, 3, de deux paramètres 
quelconques u et v. Posons 
FE 
VEG 

Considérons ta congruence C formee par la droite AB définie precedem- 
ment, soient F et F’ les points focaux situés sur AB. 

Si les développables de la congruence C sont définies par les relations 


OA?=G, OA? =E, cosAOA, = 


du _,_ AF du _ ,,__ AF’ 

dv ~~ OA, dv OA,’ 

k et k' etant liés par l'équation (9) 
oF OE JE 


—2oF 


OG OE E 0G oF +. 0G 
dv Ov Ou 


1° Les trois expressions 
d = xdv + z,du, 


dn = y dv + y; du, 
dé = 3 dv + 3, du 


sont des differentielles exactes; 
2° La surface lieu du point Ent a pour élément linéaire 


ds? — Edu?+ 2Fdudv + Gdv!. 


En effet, les équations (7) et (8) sont vérifiées; mais, les seconds 
membres étant identiques d’apres la relation (9), les premiers mem- 
bres le sont aussi et 


Ox _ On. 
dude” 
dé est donc une différentielle exacte, et une démonstration analogue 
établirait que dy, et dt ont la même propriété. I] résulte d’ailleurs de 
l'énoncé que 
ds? — dt? + dn*+ dé? = Edu? + 2F du dv + Gds’, 
ce qui établit la proposition. 


4. Il est facile de vérifier géométriquement que les developpables de 
la congruence C correspondent à deux réseaux conjugués de la surface X. 
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Soit F un foyer de l’une des droites AB de la congruence C; le point F 
peut être considéré comme le point de rencontre de deux droites infi- 
niment voisines AB, A’B’ et nous avons vu, au n° 2, que le déplacement 
AA’, qui correspond à la développable, est défini par la relation 


du 
de = À". 

Les plans OAF et OA’F sont parallèles à deux plans tangents de la 
surface & en deux points infiniment voisins M et M’ et le déplace- 


ment MM’ qui correspond à AA’ est défini par la même équation 


Dans le plan tangent en M à la surface &£ le déplacement parallele 
a OF est conjugué de MM’, et, d’après une remarque faite précédem- 
ment (n° 2), ce déplacement correspond à la relation 


du _ AF _, 
dv OA, 

Les deux réseaux de £ qui correspondent aux développables de la 
congruence C sont donc conjugués; en d’autres termes, les droites OF 
et OF’ sont parallèles à deux directions conjuguées de Z au point cor- 
respondant. j | 

Il convient de remarquer que, dans l’exposition de la méthode, nous 
aurions pu remplacer la droite AB par la droite A,B, parallèle à OA. On 
peut méme employer la droite AA,; dans ce dernier cas, les calculs 
sont analogues, les résultats sont plus symétriques, mais la relation 
involutive est plus compliquée. 


5. Les paramètres u et v que nous avons employés sont quelconques; 
pour résoudre un problème déterminé, on pourra les particulariser et 
simplifier ainsi l'énoncé du théorème général et la méthode qui en est 
la conséquence. 

Voici, par exemple, une détermination spéciale des paramètres u 
et v qui nous sera utile dans la suite. 

On peut, d’une infinité de manieres, transformer un élément linéaire 
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quelconque de façon que l’on ait les égalités 





,0F_0E 06 06 
(11) “Ou _ a _ du dr | 
EOE ,0F 0G 
Ou dv ov Ou 


D’après la relation (10), la fonction F(4, 4’) prend alors l’une des 
deux formes 


| TES — =) + (kr 4) 96 + oû =o, 
dv 
( 











Ou dv du 
(12) OF dE Fo 
[ #% Ou ROHAN HE og = 9 


donc 
F(A, kh’) = 0, 
et l’on déduit des relations (3) qu’une développable est définie par 
l'équation | 
dx + kK dr, —=0 
ou par deux équations analogues. 

Sur les deux surfaces A et A,, lieux des points A et A,, les courbes 
qui correspondent aux développables de la congruence C ont en A 
et A, leurs tangentes parallèles; ce sont, d'après une remarque de 
M. Darboux ('), des courbes conjuguées sur les surfaces A et A,,etil 
y a correspondance entre les développables des congruences formées 
par les droites AB, A,B, et AA,. 

On vérifie aisément la réciproque de cette proposition : si les sur- 
faces A et A, se correspondent par plans tangents paralleles, chaque 
développable est définie par une équation de la forme 


dx + kdr,=o, 


les relations (12) et (11) sont donc vérifiées. 

On peut, dans ce cas particulier, simplifier l'énoncé du théorème 
général démontré au n° 3. Si A et A’ vérifient la relation (9) qui se 
réduit à l’une des relations identiques (12), les développables de la 


nn 


(1) Dansoux, Lecons sur la Théorie des surfaces, Livre IV, Chap. X. 
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congruence C sont nécessairement definies par les équations 


Eh, Hae, 

L'équation différentielle d’une développable est, en effet, 
dx +kdr,=o 

ou, d’après les égalités (3), 


KRdE +2kdF + dG =. 


, . du , 
Developpons le premier membre et remplagons == par 4’, nous obte- 


nons 
dE OE oF OF 0G 0G 
2 pi 7 2 774 pve vr dl . 
AR du +# ov + ahh Ou + ak ay +k Ou + ov’ 





or, si l’on ajoute membre à membre les deux équations (12), qui sont 
identiques par hypothèse, apres avoir multiplié par & les deux membres 
de la seconde, on trouve que l'expression écrite précédemment est 
nulle; la relation 

du _ ,, 

n= k 
est donc une conséquence des égalités (11) et (12). On démontre- 
rait de même que l’on peut déduire de ces égalités l'équation différen- 
tielle de l’autre développable 

du _ 

de — 


En résumé, si nous conservons toutes les notations employées, nous 
pourrons énoncer le résultat suivant : 


St les quantités k et k’ qui firent la position des points focaux sur 
chaque droite de la congruence C verifient l'une des relations supposees 


identiques 
{ dF dE 0G OG 
dE oF 0G _ 


' ‚JE 
kk' rn + (kK +h) SE + aa mn 
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1° Les trois expressions 
dé =xde + x, du, 
dn = y ds + y, du, 
dé = 3 dv +3, du 


sont des différentielles exactes; 
2° La surface, lieu du point En, a pour element linéaire 


ds = E du + aF du de + G dv. 


6. On déduit immédiatement du cas précédent le théevréme de 
M. Weingarten ('). | 


Posons 
E=aı!+y!+3:’?1; 


les deux relations (11) se réduisent à la suivante 


aG _ oF 
ou av’ 
et nous pouvons écrire 
; 0 0 
(13) Se = FS wrt yyi+ 331, a =Ga arts yt4 st, 


o(u,v) étant une fonction quelconque. 

La surface A,, lieu du point (x,,y,, z,), étant une sphère de rayon 1, 
chaque droite AB de la congruence C a pour cosinus directeurs x,, 
Yı, 3, et est normale à la surface A puisque le rayon parallèle OA, est 
normal à la sphère A,. Les rayons de courbure de cette surface A 
sont alors # et X. En tenant compte des équations (13), la premiere 
des relations involutives (12) est vérifiée identiquement, l’autre prend 
la forme 





0? 
pv? 


0? 
— 0, 


p99 1, 29 
Ki (ATK) + 


Elle est, comme dans le cas précédent, nécessaire et suftisante. 


(1) J. WEINGARTEN, Sur la Théorie des surfaces applicables sur une surface donnée 
(loc. cit.). Voir page 1. 
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L’élément linéaire est alors 
x , 09 02 ,, . 
ds— du? +2 —- dudv +2 -— de’ du + 2 do de, 

du Ov 


et la détermination des surfaces qui ont cet élément linéaire est ramenée 
à la recherche des surfaces A dont les rayons de courbure verifient la 


relation involutive écrite précédemment. 


7. Nous allons appliquer maintenant la méthode générale à un 


exemple. 
Supposons que les équations (11) soient vérifiées, et étudions le cas 
particulier où la relation involutive se réduit à 


A+ A’=0. 


Les fonctions E, F, G devant vérifier les quatre équations 


„IF OE _ 0G _ JE __ „IE 96 _ 
du ov” av’ du ”’ ov du — ” 


on voit aisément que l'élément linéaire a la forme 


(14) ds?= (a+ 260 + c)du?+ 2(aue + bu + b'e + d) du ds 
+ (au? + b'u + c') dv. 


Identifions cet élément linéaire à celui d’un paraboloide quelconque 
rapporté à ses génératrices rectilignes. Les coordonnées d’un point du 


paraboloide sont 
zz=zaw+ßBu+ye+ö6, 
J=auv+f'u+y ve +, 
3 = a"uv + S'u + y"v +6", 


et l’on trouve les six conditions 
a8 + a'6'+ a"B" — b, 
By + B’y' + B’y’ = d, 
ya + y'a + ya" = b". 


a+ alt+a%—a, 

+ B+ B= b, 

"rt" 

Le paraboloide a donc un élément linéaire de la forme (14). Reci- 

proquement, on peut établir par un calcul facile que cet élément 
linéaire (14) est toujours celui d’un paraboloide quelconque. 
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Dans ce cas, les développables de la congruence C sont définies par 
les équations 
du = k du ——k, 
dv , dv 
Sur une surface = applicable sur le paraboloide, le réseau conjugué 
qui correspond aux développables est donc aussi conjugué par rapport 


aux lignes dont les équations sont 
u=const., v= const., 


et ces lignes correspondent aux génératrices rectilignes, c’est-a-dire 
aux asymptotiques du paraboloide lui-même. Le réseau conjugué sur 
x correspond donc à un réseau conjugué sur le paraboloide. 

En résumé, les developpables de la congruence C correspondent, sur une 
surface X applicable sur un paraboloide quelconque, au réseau conjugué 
commun à la surface £ et au paraboloide sur lequel elle est applicable. 


8. Réduisons l’élément linéaire (14); une discussion facile nous 
conduit à distinguer quatre cas : 


1° L’un des coefficients E ou G est constant; supposons, par 
exemple, 


on ramène aisément l’élément linéaire à la forme 


ds*= du? + av du dv + au dv!= du? + 2d{uv) dv. 


L'élément linéaire a la forme signalée précédemment (n°6) et notre 
méthode devient identique à celle de M. Weingarten, dans ce cas par- 
ticulier traité par lui (‘). M. Darboux a reconnu que le paraboloide 
correspondant avait une génératrice tangente au cercle de l'infini, le 
point de contact de cette génératrice étant aussi le point où le parabo- 


loide touche le plan de l'infini. Son équation peut être réduite à la 
forme 
z(y+iz)=h(y—iz). 


Nous écarterons ce cas. 





(1) J. WEINGARTEN, Eine neue Classe auf einander abwickebarer Flächen ( Nachrichten 
de Gættingue, p. 28; janvier 1887). 
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2° Les coefficients E et G sont des carrés de fonctions linéaires de 


wetdev. Ona 
b*— ac = 0, b— a'c'=— 0. 


On peut simplier alors l’element linéaire et l'écrire 
ds? = vd + aus + p) du de + u* dot, 


Le paraboloide correspondant, qui a deux plans directeurs tso- 
tropes, est un paraboloide de revolution dont l'équation est 


re+ y?— 2 ps. 


3° Un seul des coefficients E ou G est un carré parfait. Supposons, 


par exemple, que l’on ait 
b?— ac=0. 


L’element linéaire peut être ramené à la forme 
ds*— du? + 2(uv + ht) du dv + (u? — h?) de’, 
le paraboloide a un seul plan directeur isotrope; son équation est 
(y+is)y = hr. 


4° Aucun des coefficients E ou G n’est carré parfait. En simplifiant 
l'élément linéaire, on trouve 


ds* = (v*— a?) du? + 2( uv + b*) du de + (u?— a?) dv, 
et, pour l’equation du paraboloide qui est quelconque, 


2 m2 
nd 


—_— + > — 27 
Be baat 


9. L'application de la methode générale à ce dernier cas conduit 
immédiatement au probleme suivant, dont chaque solution donnera 
une surface applicable sur le paraboloide. 


Déterminer deux surfaces A et A, se correspondant aux points A et A, 
par plans tangents parallèles avec la relation 


OA.OA, cosAOA, = VOA' + a? VOA? + a? + B?, 


de façon que la surace A soit la surface moyenne de la congruence C. 
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Les développables sont alors définies par les équations 


du du 
do = k, TL — 


En représentant par a et ß les paramètres des developpables, on en 
déduit les relations suivantes 


Ou dv du dv 
Ja TS = 0 38 on” 
qui sont d’ailleurs vérifiées lorsqu'on remplace u et v par ret x,, yet 
v,,3et 3, (les developpables sont, en effet, définies par la relation 
dx + kdx, = o, ou par deux analogues). 
Dans ce cas, x, y, 2, u, liées par la condition 


r+ y+ 2?= u?— a’, 
sont quatre solutions d’une équation de Laplace, à invariants égaux 


_ d'u = 0k du—s Ok du 


la constante a étant aussi une solution de l’equation (15), il en est 
de même de u + a et deu — a. Il en résulte que les quatre fonctions 














(16) x= — y= —/ z—-— uta 


L — 2 9 
u — «a u—a u— «a u —a 


sont quatre solutions d’une équation de Laplace à invariants égaux 
de la forme (15) et l’on vérifie immédiatement la condition 


u+a 
u— «a 


X'+Y1+7— 





> 


X, Y, Zet X?+ Y?+ Z? étant des solutions d’une même équation de 
Laplace à invariants égaux de la forme (15), X, Y, Z sont les coor- 
données rectangulaires d’un point d’une surface isothermique rappor- 
tée à ses lignes de courbure. | 


On définirait de même une autre surface isothermique par les for- 
mules 











(17) X= » Y= st, 2=— 
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Chaque surface applıcable sur le paraboloide fait donc connaitre un 
couple de surfaces isothermiques. 


Sur les surfaces A et A,, les courbes qui forment le réseau conjugué 
commun se correspondent par tangentes paralleles. A ce réseau con- 
jugué commun correspondent les lignes de courbure des deux surfaces 
isothermiques, et l’on déduit aisément des relations (16) et (17) que 
les tangentes en X, Y, Z et X,, Y,, Z,, aux lignes de courbure corres- 
pondantes, se rencontrent. En d’autres termes : 


Les developpables de la congruence formée par les droites qui joignent 
les points correspondants des deux surfaces isothermiques coupent ces 
deux surfaces suivant leurs lignes de courbure. 


Dans le cas où le paraboloide a un plan directeur isotrope, l’une 
des surfaces isothermiques est une sphère et l’autre surface appartient 
à une nouvelle famille que nous déterminerons complètement à la fin 
..de la troisième Partie. 

Lorsque le paraboloide est de révolution, les deux surtaces isother- 
miques sont confondues avec la sphère de rayon 1 ayant l’origine pour 
centre. Dans ce cas, les developpables de la congruence formée par les 
droites qui joignent deux points correspondants de la sphère déterminent 
sur la sphère deux réseaux orthogonaux et isothermes. 

Nous développerons cette remarque au n° 17, et nous montrerons 
que l’on peut déterminer toutes les congruences qui possèdent cette 
propriété. 


DEUXIÈME PARTIE. 


10. Nous avons ramené précédemment (n° 7) l’element linéaire du 
paraboloïde de révolution de paramètre p à la forme 


ds? = v! du* + 2(ur + p) du de + u? de®. 
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On peut écrire, dans ce cas, les égalités 


OA = ÿG = w, OA,=VE =v», 


cosAOA, = cos 0 = ae. 
On déduit de cette dernière relation 
. .6 
(1) a uv sin? > + p = 0. 


La congruence C, formée par la droite AB définie précédemment, 
est une congruence de Ribaucour, c’est-à-dire une congruence dont 
les développables interceptent sur la développée moyenne un réseau 
conjugué (n° 7). La congruence C,, formée par la droite A,B,, possède 
la même propriété. Les surfaces A et A, sont les surfaces moyennes 
des deux congruences. 

Pour obtenir une surface applicable sur le paraboloïde de révolu- 
tion, il faut déterminer deux surfaces A et A, telles que la relation (1), 
qui relie deux points correspondants à l’origine, soit vérifiée. 

Nous allons démontrer que C et C, sont des congruences de nor- 
males. 

Si l’on emploie les paramètres «, 8 des développables, nous avons 
vu (n° 9) que la fonction u = ¥x?+ y?+ 3? vérifiait l'équation de 
Laplace 


(2) ak —— Ort _ Ok ot _ Ok Ot _ 0) 
da dB dB da dx dB ”’ 
dont x, y, 3 sont trois solutions. 
En employant le symbole S de Lamé, étendu aux trois lettres x, y, 


3, on peut déduire, en différentiant la relation u = Vx? + y? + 2°, 


d'u Ox Ox 3x Ou du 
“ Jad3 Wioa 0B 25 Jx dB da OB’ 


x,y, z Vérifiant l'équation (2), l’égalité peut être mise sous la forme 


d'u ok du Ok du _ 2k = ( Ôx dx Ou 3) 


0x08 OB oa 0x0 da 0B da dB 
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La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction u soit une 
solution de l’équation (2) est donc 


dx de | dy dy , 05 ds _ du du, 
da 03 dx 05 d2d8 da 03 


En remplaçant x par yz? + y? + 5°, et en développant, on trouve 


(«= +7 4:5) (255 +755 +255) 
Ox da dx 08 03 06 

Considérons le diedre d’aréte OA, dont les faces contiennent les 
tangentes en A aux courbes conjuguées de paramètres &, B, la relation 
précédente exprime que ce dièdre est droit, c’est-à-dire que les plans 
focaux de la congruence C,, parallèles aux faces du dièdre OA, sont 
rectangulaires. C, est donc une congruence de normales, et la con- 
gruence C possède la même propriété. 

Ou voit alors aisément que, si l’on porte sur AB, en sens inverse 
de OA,, une longueur AM = «, la surface M, lieu du point M, est 
normale à AB. | 

La surface A est la développée moyenne de la surface M. 

En portant, d’une manière analogue, sur A,B,, une longueur 
A,M,=v, on définit une surface M, dont A, est la développée 
moyenne. 

On vérifie facilement que les trois points M, O, M, sont en ligne 
droite. 

La relation (1) peut être écrite 


OM.OM, = — 2p. 


Les deux surfaces M et M, sont donc inverses par rapport à l’ori- 
gine. 

On peut déduire aussi de la relation (1) que les surfaces M et A, 
d'une part, M, et A d’autre part, sont polaires réciproques par rapport 
à une sphère ayant pour centre l’origine et pour rayon Y— p. 


11. Associons aux surfaces A et A, des surfaces B et B, qui leur 
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correspondent respectivement par orthogonalité des éléments. On 
peut toujours choisir les surfaces B et B, de façon que A, A, et B, 
soient trots des onze surfaces que M. Darboux associe à la surface B 
dans l’étude de la déformation infiniment petite de cette surface ('). 
Chacune des droites de la congruence C (ou C, ) est parallele à la nor- 
male à la surface B (ou B, ) au point correspondant. 

D'après un théorème de Ribaucour, les tangentes aux asymptotiques 
de la surface B sont perpendiculaires aux plans focaux de la con- 
gruence C; ces tangentes asymptotiques sont donc rectangulaires et 
la surface B est une surface minima, la surface B, a d’ailleurs la 
même propriété. 

Il résulte d’une proposition de la théorie des douze surfaces (citée 
plus haut) que les surfaces B et B, sont focales d'une même con- 
gruence rectiligne et que les asymptotiques se correspondent sur ces 
deux surfaces. 

Réciproquement, chaque couple de surfaces minima sur lesquelles 
les asymptotiques se correspondent, et qui sont focales d'une même 
congruence rectiligne, fait connaitre deux surfaces A et A,, c’est-à-dire 
une surface applicable sur le paraboloide de révolution. 

En effet, associons aux surfaces minima B et B, les surfaces A et A, 
qui leur correspondent respectivement par orthogonalite des éléments, - 
de facon que A, B, A,, B, soient quatre des douze surfaces. Les sur- 
faces A et A, se correspondent par plans tangents parallèles ; soient x, 
7, set x,,y,, 2,, les coordonnées des points A et A, correspondants. 
Posons 


0A=yYet+y + =u et OA, =Vri +yi+si =". 


Nous savons (n° 4) que la proposition sera démontrée si nous éta- 


blissons la relation 
ra + YYı + 55, =ue+h 


(A est une constante arbitraire). 
En conservant à la quantité A la signification qu'elle avait dans la 
premiere Partie et en représentant par x et 3 les paramètres du réseau 


(1) Darnsorx. Theorie des surfaces, Livre VIII, Chap. III. 
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conjugué commun aux surfaces A et A,, on voit que x, y, 3 sont trois 
solutions de l'équation 


Ort ok A ok dt 


(2) 2k 5308 dada da dB 
et x,, Yı, 2, trois solutions de l'équation 

dt ok dt dk at 
(3) ak 5308 * 93 0a da dB 


Les asymptotiques de la surface B étant rectangulaires, les plans 
focaux de la congruence C sont perpendiculaires d’après le théorème 
de Ribaucour rappelé précédemment (n° 11), le dièdre OA, dont les 
faces sont parallèles aux deux plans focaux, est donc droit, et nous 
pouvons écrire la condition 

Ox dy 03 Ox oy 03 
2 —- + Yy +3 — 255 +95 +98) 

Ôx 0x dy dr ds dz 

— 2 2 a2 _ A —_ — — 
= (ys (5 95 * da 06 * da 5) 


ou, en employant la relation u = ÿx° + y? + z?, 


dx dx | dy dy | ds ds _ du du 
0a 08 dx 03 02x08 da dp 
Nous avons vu (n° 10) que cette égalité exprime que u est une so- 


» lution de l'équation (2) et l’on démontre de même que ¢ est une solu- 
tion de l'équation (3); on peut donc poser 


du pa, du Le _ 
Oa da’ 03 06 
et, dans ces relations, nous pouvons remplacer u et v par x et a,, y et 


Yi, 3 et 3,. 
On en déduit les égalités 


dz dy Os du „9 
ga _ Oa _ da _ On _ Ja 
Oz, EH Oy, Oz, ~~ de u Ox, Oy; 03, 


_—— 


da da da da "a7 Va Oa 
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(le dernier rapport s’obtient en combinant les trois premiers et en 


faisant usage de la condition u = yx? + y* + 5°). 
Des deux derniers rapports on tire la relation 


et l'on trouverait, par un calcul analogue, 


Ox OY 03 Ou 
M1537 Og iad — "9x 


En ajoutant membre à membre on obtient 
0 d 
da (22+ FV + 55) = 5, us ). 
On trouverait de méme la relation 
d _d,. 
03 (22, + YJ, + 351) = 03 (ue), 


d’où, en ajoutant membre à membre les deux dernières égalités et en 
intégrant 
LI, + YY + 53 = ud + const.; 


la proposition est établie. 


12. Nous sommes ramenés à déterminer les couples de surfaces mi- 
nima sur lesquelles les asymptotiques se correspondent et qui sont 
focales d’une congruence rectiligne. | 

Pour résoudre cette question, nous emploierons les formules don- 
nées par M. Darboux ('). 

Les coordonnées d’un point de la surface minima B, rapportée aux 
lignes de longueur nulle, seront représentées par les formules 














2 
(4) y= [Et da + [OF as, 


(1) Dansorx, Théorie des surfaces, Livre VII, n° 913. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Séric. Tome XIV. — Ffvaien 1897. 9 
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dans lesquelles A est une fonction arbitraire de a et B une fonction 
arbitraire de b. 

Les coordonnées x’, y’, 3°, du point correspondant de la surface mi- 
nima B,, seront représentées par des formules analogues renfermant 
les fonctions arbitraires A, et B,. 

L’équation différentielle des asymptotiques des surfaces B et B, 


prend alors la forme 
da? — db*= 0, 


donc les asymptotiques se correspondent. 

Soient c, c’, c” les cosinus directeurs de la normale en un point de 
la surface B, R et R’ les rayons de courbure en ce point. 

On peut écrire 














6,=c Y-RR= vad 9, ce VRR Mo 
(5) 
— AB 3 1 + AB 
»=cV-RR=- TT, 9= = RR = 
j VAR VAT 


On définit pour la surface B, des quantités analogues o,, 62, 93, 94. 


Posons 
K = wi, 


les coordonnées du point A seront 


— — dw 05, / A) 09, 
(6) == (az) db + (0) da. 


On obtient y et 3 en remplaçant dans cette formule l'indice 1 par 
les indices 2 et 3. 
Les coordonnées du point A, sont 


9 0 6 
(7) Ti = — L'a = D” T3 = = 


Pour simplifier les calculs qui suivront, exprimans d’abord que la 
relation (1) est vérifiée. Cette condition peut étre écrite 


TT + yyıt+ 2, — py (2? + y*+ 3?) (exit y? + 3?) 


ou, en employant les relations (6) et (7), 


9,0, + 0202 + 0305 — p = (02 + 62+ 62) (0? + oi + 62) = dos. 
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En remplaçant les quantités 0 et o par leur valeur tirée des équa- 
tions (5), et en développant les calculs, on trouve facilement les con- 
ditions 








(8) AA P VBIB, — const 
VATA, | a B—B, — —_ 


13. Sur les surfaces minima B et B, les asymptotiques se corres- 
pondent, il reste à exprimer que ces deux surfaces sont les focales 
d’une congruence rectiligne, c’est-a-dire que la droite qui joint les 
points correspondants des deux surfaces est tangente à ces deux sur- 
faces. Nous aurons les conditions 


yl , ! ' ~t ~! 
N — 2, __ Y — V1 C4 ~~ #14 


630, — 920; u 9,5 - 930, 9 9g, — Oc, 


On établit par un calcul facile que ces trois rapports sont égaux à 1, 
on a donc 


1 _— 
ZT — Ti — I, — 0,0; 


et deux relations analogues. Developpons le deuxieme membre 


ÜB— A) — AB) — 7(B— A) (1 — A,B). 


VA'B' VA‘ B: 


En employant la relation (8), on peut transformer le dénominateur 
et écrire 


0372 — 0303 — 


i(A—A,)(1—BB,)—:(B—B,)(1— AA, ) 
7 (A — Ay) (BB) 


I, — 003 — 


ou 





x! — x = 030: — 0103 — fe Gare m) 


A—A, B-B, 


On trouyerait de méme 


p (Ant , Bert) 
a | AA, B—B,/’ 
pi (AA: =e 
— D 
2 


Y'— V1 = 0103 — 0301 — 


3! — 2, = Aa — 0101 — A — A, B — BB, 
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en faisant usage des formules (4), on trouve pour x’ — x, la valeur 
suivante 


, re A?— 1 A?—1 . B?— ı B!— ı 
fe) 


__ pe (ae BB,— ") 
— — 9 








A — À, u B—B, 

d’où la condition 
. P{A?— 1 At-ı __ pi AA; —1: 
Ale a oe 


Prenons la dérivée des deux membres et simplifions, nous obtenons 





(A — A,)? —_ P. 
(9) AA, —. 


On trouve, après un calcul analogue, 


(B—B,)? _ P. 
us) "Bm a 


En employant les expressions de y’— y, et de #—z,, on obtient 


les mémes conditions (9) et (10) dont la relation (8) est une consé- 


quence. 
Réciproquement, si les relations (9) et (10) sont vérifiées 


7 ., 0 
da (T —~—2,)= Da (930: — 9.03), 


0 , 0 
ap (B21) = 9p (9303 — 9403). 


En ajoutant membre à membre et en intégrant, on obtient 
a' — x, = 0303 — 0303 + const. 


Cette constante peut être annulée par une translation convenable 
des surfaces minima. En résumé : 


Si les relations (9) et (10) sont vérifiées, on peut, par une translation, 
rendre les surfaces minima définies par les formules (4) focales d'une 
congruence rectilugne, les asymptoliques se correspondant sur les deux 


surfaces. 
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14. Il est facile maintenant de déterminer les surfaces applicables 


sur le paraboloide de révolution. 
Les surfaces A et A, sont définies par les équations (6) et (7) ne 
renfermant qu’une fonction inconnue w que l’on peut définir par la 


relation 
du LT 0 09, 
aw= {(55 1, —o ° Se) db + (955 — 0 St) da, 


d’où l’on déduit la fonction w déterminée par la formule suivante 
| FED 4 d(9,— ci) 
_ d(a+b) a u 


et l'indice 1 peut être remplacé par l’un des indices 2, 3, 4. 
On détermine très facilement x, y, 2, æ,, y,, 3,, u et v par les for- 
mules 


0 G 0 0 

1 2 b 

Li ZZ —) Ly —) Ts — 3, = 
6) G) 11) 6) 


Les coordonnées d’un point d’une surface & applicable sur le para- 
boloide de revolution sont définies par l’égalité 


E= [adv + x du 


et par deux égalités analogues définissant n et €. 


15. On peut obtenir plus simplement ces coordonnées en faisant la 
remarque suivante qui peut être appliquée aussi dans le cas du para- 
boloide quelconque : 

Le segment de longueur / dont les projections sont æ'—x,, y" — y,. 
z'— z, est tangent aux deux surfaces minima, il est donc perpendicu- 
laire aux normales menées en ses extrémités à chacune des deux sur- 
faces. Mais le plan AOA, est parallèle à ces normales, le segment / lui 
est donc perpendiculaire, c’est-à-dire qu’il est parallèle à la normale 
au point correspondant &7{ de la surface 2. 

Cherchons la longueur du segment 

P=(z- a) + (y'— yy, P+ (4'— 34)? 
= (0302 — 6203) + (8,0; — 9301)? + (9,0, — 9,02)’, 
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c’est-à-dire 
(2 — 0? of — (9,0, + 0202 + 0,75)? 
ou 
2 


0 8 0 6 2 
= mé CU — saw + =o) + eu) = up? — (uv+ p}}=—2pur — pi. 


Si l’on appelle T le produit des rayons de courbure du paraboloide 
de revolution et si l’on calcule F en fonction de u et de », on trouve 
que l’égalité précédente peut être écrite 


Ir — 2 + (y y} +(s— 3) =Vpi VTT, 


donc le segment / est parallèle à la normale en un point de, et sa 


longueur est proportionnelle à Y—T. Soient y, y’, y’ les cosinus direc- 
teurs de cette normale. Posons 





F, = y V„-T- 1 — Vpi AA I, pi BR tt f(a) +-fu(), 











Vpi 2 A—A, 2 B—B, 
_ op _Y—yı _V—pi AA, +1 V—pi BB;+1 _ 
F, Y r Vpi 0 AA 2 B —B, = p(a) +9: (06), 
mb < 3 —2, Pi À + A, Vpi —B-B _ 
SVE = ee Ta RAS 2 BoB, THT) 


(12) 


F,, F, et F, étant trois solutions de l'équation de Laplace à inva- 
2 


0 
da db 
rapportée aux lignes asymptotiques, s’obtiendront en appliquant les 
formules de M. Lelieuvre ('), 


_ffe Wr yp OF: OF, OF, 
p= (r. da F; a) da (Fs 5 — Fs Spt) a 





riants égaux =o, les coordonnées d’un point de la surface £, 











(1) LELIEUVRE, Sur les lignes asymptotiques et leur représentation sphérique ( Bulletin 
des Sciences mathématiques, p. 126; 1888). 
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et deux égalités analogues. On obtient, après simplification, les for- 
mules suivantes qui ont été données par M. Darboux (') 


E = oh— doi + [dh — 4: des) — f (pdb — y do), 
n=bfi—Sut [Qu dfi — fi db) — [ (y df — f dy), 
sn ah Stdn pdf) — [ (S49 — pdf). 


- Les six fonctions qui figurent dans ces formules doivent vérifier les 
relations (12). 

Les équations (9)et(10), que nous avons employées dans le calcul, 
établissent entre les fonctions arbitraires des relations qui peuvent 
être supprimées, car on peut toujours remplacer a par une fonction 
quelconque de a, et b par une fonction quelconque de b. 

Si les paramètres a et b sont déterminés de façon que ces rela- 
tions (9) et (10) soient vérifiées, les développables de la congruence C 
sont définies par l'équation différentielle 


da? — db*= o. 


Nous avons vu précédemment (n° 9) que ces développables corres- 
pondaient sur la surface X, applicable sur le paraboloide de révolution, 
au réseau conjugué commun à la surface Z et au paraboloide sur 
lequel elle est applicable. 


16. Nous allons étudier maintenant quelques-unes des surfaces 
que nous avons associées 4 la surface minima B dans le probleme qui 


vient d’étre résolu. 
La considération des deux surfaces minima B et B, nous fournit 


d'abord le résultat suivant : 


On sait déterminer toutes les congruences dont les surfaces focales sont 
des surfaces minima sur lesquelles les asymptotiques se correspondent. 


La correspondance établie entre les deux surfaces minima, faisant 
correspondre les asymptotiques, fait correspondre aussi les lignes con- 
juguées, et en particulier les lignes de longueur nulle. 


(1) Dansoux, Théorie des surfaces, Livre VII, n° 769. 
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Les angles sont donc conservés sur les deux focales de la con- 
gruence. 

La propriété des deux surfaces minima se conservant dans une 
transformation par polaires réciproques on peut aussi énoncer un 
nouveau résultat : 


On sait déterminer toutes les congruences dont les surfaces focales sont 
des transformées par polaires réciproques de deux surfaces minima, les 
asymptotiques se correspondant sur les deux surfaces focales. 


17. Soient D et D, les points de rencontre des droites OA et OA, 
avec la sphère de rayon 1 ayant pour centre l’origine. 
Les coordonnées du point D sont 


A+B .B-A  1—AB 
i+AB’ ‘++AB’ 1+AB' 


Les coordonnées de D, ont des expressions analogues. 

Nous avons vu (n° 8) que les développables de chacune des con- 
gruences C et C, correspondent, sur la sphère de rayon 1, à un réseau 
orthogonal et isotherme. Ces réseaux sont les représentations sphé- 
riques des lignes de courbure des surfaces inverses M et M,; donc les 
tangentes correspondantes, en deux points D et D,, se rencontrent. 
Cette propriété est exprimée par les conditions trouvées précédem- 


ment 
(A—A,)?  (B—B,)? _ P 
AA B'B, 2 
et ces relations sont nécessaires et suffisantes. 
Les developpables de la congruence formee par la droite DD, deter- 
minent, sur la sphère de rayon t, deux réseaux orthogonaux et iso- 
thermes. Les conditions trouvées étant nécessaires et suffisantes, nous 


pouvons énoncer le résultat suivant ; 


On sait déterminer toutes les congruences dont les developpables decou- 
pent sur une Sphère deux réseaux orthogonaux et ısothermes. 


Faisons une substitution linéaire quelconque, elle transforme la 
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sphère en une quadrique quelconque, les réseaux orthogonaux et iso- 
thermes en réseaux conjugués à invariants égaux. Donc: 


On sait déterminer toutes les congruences dont les developpables decou- 
pent sur une quadrique deux réseaux conjugués à invariants égaux. 


18. Les deux surfaces M et M, sont inverses par rapport à l'origine 
(n° 10) et la puissance d’inversion est — 2p. Elles sont respective- 
vement polaires réciproques des surfaces A et A,, donc elles font partie 
des onze surfaces associées à la surface minima B. 

Le réseau conjugué commun à ces deux surfaces M et M, est le ré- 
seau des lignes de courbure. Il résulte de la théorie des douze surfaces 
que ce réseau correspond aux lignes asymptotiques de la surface mi- 
nima B, c’est-à-dire aux lignes de courbure de la surface minima 
adjointe B’. La correspondance par plans tangents parallèles, établie 
entre M et B’ fait correspondre les lignes de courbure; donc ces deux 
surfaces ont la même représentation sphérique, c’est-à-dire que M a 
une représentation sphérique isotherme. La surface M, possède la 
même propriété. 

Les surfaces M et M, forment donc un couple de surfaces inverses à 
représentation sphérique isotherme. Nous allons démontrer que tous 
ces couples de surfaces sont obtenus par notre méthode. 


19. M. Darboux a établi (') que la recherche des surfaces à repré- 
sentation sphérique isotherme peut être ramenée à l’étude de la défor- 
mation infiniment petite d’une surface minima quelconque. Le pro- 
blème dépend donc de la résolution d’une équation aux dérivées 
partielles du quatrième ordre. 

c, c’, c” étant les cosinus directeurs de la normale en un point d’une 
telle surface, le plan dont l'équation est 


cr+cy+cs+p=o 


étant tangent à la surface, c, c’, c” sont trois solutions d’une équation 


(1) Darsoux, Théorie des surfaces, Livre VIL, n° 913. 
Ann. de l'Fc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Mars 1897. 10 
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a 


de Laplace a invariants égaux, ct l’on sait que p est aussi une solu- 
tion de cette équation ; on en conclut que: 


Les lignes de courbure des surfaces a representation sphérique iso- 
therme forment un réseau conjugué a invariants tangentiels égaux. 


Nous donnerons a ces surfaces le nom de surfaces S. 

Les surfaces inverses des surfaces isothermiques (dont les lignes de 
courbure forment un réseau à invariants ponctuels égaux) sont en- 
core isothermiques, mais les surfaces inverses des surfaces S ne pos- 
sedent pas, en général, la propriété des surfaces S. 

La méthode exposée précédemment permet de déterminer toutes 
les surfaces S dont les surfaces inverses sont aussi des surfaces S. Le 
probleme dépend dans ce cas d'une équation aux dérivées partielles 
du second ordre et peut être entièrement résolu. 

Soient, en effet, M et M, deux surfaces S inverses par rapport à 
l'origine O, soit — 2p la puissance d’inversion. Prenons sur les sur- 
faces deux points correspondants M et M, et considérons les surfaces 
A et A,, respectivement polaires réciproques de M, et M par rapport 
à une sphère de centre O et de rayon ÿ— p. On vérifie géométrique- 
ment les résultats suivants : le point A, qui correspond à M,, se trouve 
sur la normale en M à la surface M et OA = AM; de même, le point A, 
est sur la normale en M, à la surface M, et OA, = A,M,. 

Les trois points M, O, M, étant en ligne droite, les surfaces A et A,, 
polaires réciproques de M et M,, se correspondent par plans tangents 
parallèles. Les lignes de courbure des surfaces M et M, étant des ré- 
seaux à invariants tangentiels égaux, les réseaux conjugués corres- 
pondants sur les surfaces A et A, sont à invariants ponctuels égaux. 
Les surfaces A et A, sont donc respectivement les développées 
moyennes des surfaces M et M,. 

La figure formée par les quatre surfaces A, A,, M, M, est identique 
à celle que nous avons déjà considérée (n° 10) et nous pouvons 
énoncer la proposition suivante : 


On sait déterminer tous les couples de surfaces inverses dont la repre- 
sentation sphérique est isotherme. 


20. Nous allons donner quelques propriétés géométriques de ces 
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couples de surfaces inverses. On deduit d’une remarque de M. Dar- 
boux (') le résultat suivant : 


Chacune des deux surfaces inverses a méme representation spherique 
qu une surface minima. Les deux surfaces minima ainsi définies sont les 
adjointes de B et B,. 


Les surfaces M et M, font partie des douze surfaces, donc : 


Aux asymptotiques de l'une des deux surfaces correspondent sur l'autre 
un réseau conjugue a invariants ponctuels égaux. 


On peut établir facilement la réciproque de cette proposition : 


Si deux surfaces inverses sont telles qu'aux asymptotiques de l’une cor- 
responde un réseau conjugué de l’autre, les deux réseaux conjugués ainsi 
définis sont à invariants ponctuels égaux et les deux surfaces ont une 
représentation sphérique isotherme. 


En effet, sur la surface M, par exemple, le réseau conjugué qui cor- 
respond aux asymptotiques de M, est conjugué par rapport aux asym- 
ptotiques de la surface M; en d’autres termes, les asymptotiques des 
deux surfaces inverses se correspondent harmoniquement. 

Prenons les surfaces A et A, polaires réciproques de M et M,, les 
asymptotiques de A et A, correspondent respectivement aux asympto- 
tiques de M, et de M, donc elles se divisent harmoniquement. De 
plus, les surfaces A et A, se correspondent par plans tangents paral- 
leles, donc le réseau conjugué commun à ces surfaces est à invariants 
ponctuels égaux (?). 

Sur les surfaces M et M,, qui sont inverses, le réseau conjugué 
commun formé par les lignes de courbure est donc à invariants tan- 
gentiels égaux, M et M, sont des surfaces S et la proposition est 
démontrée. 


21. L'égalité OA = AM, établie précédemment (n° 19), exprime que 
la demi-somme des rayons de courbure de la surface M au point M est 


Re ARR 


(1) Dansoux, Théorie des surfaces, Livre VIII, n° 944. 
(?) Dansoux, Théorie des surfaces, Livre VII, n° 894. 
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égale à la distance de l’origine au point A correspondant de la déve- 
loppée moyenne. 

L'égalité OA, = A,M, exprime la même propriété pour la surface 
inverse M,. 

Nous allons démontrer que cette propriété définit les couples de 
surfaces inverses à représentation sphérique isotherme. 


Si une surface est telle que la demi-somme de ses rayons de courbure 
en un point M soit égale à la distance d'un point fixe O au point A cor- 
respondant de la développée moyenne, toute surface inverse par rapport 
au point O possède la même propriété; la première surface et toutes ses 
inverses ont une représentation sphérique isotherme. 


Soient X, Y, Z les coordonnées du point M; c, c’, c” les cosinus 
directeurs de la normale MA. Posons 


ag — X?+ Y'+ 2’, p=cX+cY+c"Z, 


et designons par p, p’ les rayons de courbure de la surface M au 
point M. 
On vérifie géométriquement la relation 








__ OM? 
MA — ap 
ou 
(13) p+p__ 9, 
2 P 


Etablissons d’abord les formules qui permettent de trouver les 
rayons de courbure d’une surface lorsqu’on connait les rayons de 
courbure de la surface inverse. 

Soit a la puissance d’inversion. Représentons sur la surface M, par 
les lettres p,, g,, p,, p, des expressions analogues à p, g, p, p’. 

On peut écrire immédiatement les quatre relations 


ap a ap, a? 
14 = — = — et = ——. = — 
(14) A= 1=7 P= I=7 


(la premiere résulte de la conservation des angles dans l’inversion). 
Les lignes de courbure de la surface M sont definies par les for- 
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mules d’Olinde Rodrigues 
dr + 5 dc — 0, dy + p dc'— 0, ds: +9odc"—0o; 
d'où l’on déduit 
dg + odp=o; 
ou, en développant, 


4 97 op OP ap, = 
dq, + op, dp. + p( SP 191+ 5, dp; | = 
En remplaçant =” aq ip, Par — fa et les dérivées partielles par leur valeur 


tirée des formules (14), on trouve 


~ ap ! ap, 
19 = — =— _—: 
(19) ne Ty de  Pirito 


Ces formules permettent de démontrer immédiatement le théorème 
énoncé. En faisant usage des relations (14) et (15), on peut mettre 
l'équation (13) sous la forme 

9ı 


Papa 


La surface inverse a donc la même propriété. 


22. On peut appliquer le théorème de M. Weingarten (') aux sur- 
faces définies par l'équation (13). Cette équation peut être écrite 





1 —(p+p')—— 
pp 0g? P pas a9 + dg 
qui permet de déterminer une famille de surfaces dont l'élément li- 


néaire est 
do \? 09 ,d9 ( 5) 
2 — —_— . 
dr=(dSE) + apa dat 2q ur 


(!) La forme sous laquelle nous employons ici le théorème de M. Weingarten se déduit 
aisément, par une transformation de Legendre, de celle que nous avons donnée au n° 3. 
( Voir, par exemple, Dansoux, Theorie des surfaces, Livre VIII, n° 1070.) 
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Employons les paramétres 


—9_ 4 99 __ 1 
“pp pv = Og p’ 
l’element linéaire des surfaces applicables devient 


dm? +- ad(™ )dn. 


Il convient à un paraboloide de revolution de paramètre 1. 

Si l’on associe à la surface M la surface inverse M, (la puissance 
d’inversion étant — 2p) et si l’on considère les surfaces A et A,, po- 
laires réciproques de M et M, par rapport à la sphère de centre O et de 
rayon ÿ — p, on obtiendra, en appliquant notre méthode aux surfaces 
A et A,, les surfaces applicables sur le paraboloide de révolution de 
paramètre p. 





TROISIÈME PARTIE. 


ne 


23. Le paraboloide défini par l'équation 
(y +i3)7 = zx 
a un plan directeur isotrope. Nous avons vu précédemment (n° 7) 
que l’élément linéaire de ce paraboloide peut être ramené à la forme 
ds? = v2du? + 2(uv + h?) du dv + (u? — h?) dv, 


et l’on peut écrire dans ce cas les égalités 


OA = VG = Vu? — A}, OA,—VE=», 
uy + A? 
vV ui — he 
Les deux congruences C et C,, formées par les droites AB et A,B, 
déja définies, sont des congruences de Ribaucour dont les surfaces 
moyennes sont les surfaces A et A, (n° 6). 


(1) cosAOA,= cos? = 
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Nous allons démontrer que C est une congruence de normales. Nous 
résumerons rapidement cette démonstration analogue à celle qui à 
été donnée au n° 10. 

Nous avons vu (n° 8) que x,, y,, 5, etv=yai+yi-+ 37 étaient 
quatre solutions d’une équation de Laplace à invariants égaux. Il 
résulte d’une proposition démontrée (n° 10) que x,, y,, 3,, 9 vérifient 
nécessairement la relation 


Ox, Os | OY: Op, 05, 0%, _ Ov dv 
da op dx 08 da 08 da 08 
(a et B sont les paramètres des développables des congruences Cet C, ). 
Nous pouvons alors utiliser la méthode que nous avons employée 
au commencement de la deuxième Partie. La relation précédente peut 
être écrite 
des ayn, On) (, de, On. Oe 
(= TA De 7 32) Cr OB +2158) 


=(xi+yi+si ee oa + os a + a) 

Sous cette forme, l'égalité exprime que le dièdre OA, est droit, 
c'est-à-dire que les plans focaux de la congruence C sont rectangu- 
laires; C est donc une congruence de normales. 

On vérifie facilement que si l’on porte sur AB, en sens inverse de 
OA,, une longueur AM = u, la surface lieu du point M est normale 
à AB. 

La surface À est la développée moyenne de la surface M. 

La relation (1), mise sous la forme 


p(u—Vu?— h?cosd)—=— h?, 


exprime que les deux surfaces M et A, sont polaires réciproques par 
rapport à une sphère ayant pour centre l’origine et pour rayon fu. 


24. Associons aux deux surfaces A et A,, qui se correspondent par 
plans tangents parallèles, les surfaces B et B, qui leur correspondent 
respectivement par orthogonalité des éléments, de façon que A, A, et B, 
forment trois des onze surfaces que l’on peut associer à B par la 
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méthode de M. Darboux. La surface M, polaire réciproque de A,, fait 
aussi partie des douze surfaces. Nous pouvons appliquer ici une 
remarque faite précédemment (n° 11). 

Chacune des droites de la congruence C est parallèle à la normale au 
point correspondant de la surface B. D’après un théorème de Ribaucour, 
les tangentes asymptotiques de la surface B sont perpendiculaires aux 
plans focaux de la congruence C; ces tangentes asymptotiques sont 
donc rectangulaires et la surface B est une surface minima. 

Réciproquement, pour trouver une surface applicable sur le para- 
boloide qui a un plan directeur isotrope, il suffit de déterminer une 
surface A correspondant à une surface minima B par orthogonalité des 
éléments, de façon que la surface M, normale aux droites de la con- 
gruence C, soit polaire réciproque de la surface A, définie précédem- 
ment. 

Les surfaces A et A, se correspondent, en effet, par plans tangents 
parallèles ; les congruences C et C, sont des congruences de Ribau- 
cour. Par hypothese, les surfaces M et A, sont polaires réciproques 
par rapport à une sphere ayant pour centre l’origine. Soit Ai son 


rayon. Posons 
OA = Vu?— fh’, OA,=e. 


La condition 
o(u — Vus h? cos6) = — h? 


exprime que M et A, sont polaires réciproques. Cette condition peut 
étre écrite 
uv +h? 


cos § = —————- - 
of u? — A? 


Il résulte donc de la démonstration faite précédemment (n° 5) que 
les surfaces A et A, feront connaître une surface applicable sur le pa- 
raboloide qui a pour élément linéaire 


ds* = v?du? + 2(uv + h?)dude + (u?— h?) dot. 


25. Nous sommes conduits au problème suivant : 

Une surface minima B étant prise pour surface fondamentale, for- 
mer un groupe de douze surfaces telles que les surfaces M et A, soient 
polaires réciproques. 
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Rappelons les formules de M. Darboux, déjà employées dans la 
deuxième Partie. 

Les expressions 9,,9,,9,,9,, qui correspondent à la surface minima 
B, ont déja été définies (n° 12): 








(2) 5 —_A+B 5 —;B— A _1—AB _1+AB 
lap VAR AD “VAE 


Ces quatre fonctions sont des solutions d’une équation harmonique 


2 2 At ! 
(3) 93 _d8_, VA __\vB 


dat 0b? CI CA 

vA vB’ 

w = \f étant une solution de cette équation, les coordonnées du point 
A, sont 


et l’on a 


SO 


Cri +y its 


Les coordonnées du point A sont données par la formule 


7, OW 05 du 05 
? _ on Oo OA 
(4) r= (5 oe) db + (5 95 » Sp) de 
On obtient y, set — wen remplaçant dans la formule (4) l'indice ı 
par les indices 2, 3, 4. 
Les coordonnées d'un point de la surface M sont 
0.0009 a 1 
N=r+ gy 4, Yoyrgu Last gu. 
Le plan polaire du point (x, y,2,), par rapport à la sphere de 
rayon Ai, doit être tangent à la surface M; ce plan a pour équation 


6,X + 9,Y+ 6,2 + No = ©. 


La surface M et la polaire réciproque de A, se correspondent par 
plans tangents parallèles; si le point M est dans le plan polaire du 
point À, la surface M coincidera avec la surface polaire réciproque de 

Ann. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome XIV. — Mans 1895. 11 
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A,. Remplacons dans l’équation précédente les coordonnées courantes 
P q re 
par les coordonnées du point M, nous obtenons la condition 


(5) Dr +07 + 5 + Gu + him =o 
qui est nécessaire et suffisante. 


26. Il suffit donc de déterminer une solution w de l'équation har- 
monique (3) qui vérifie l'équation (5). Cette équation (5) renferme 
les fonctions x, y, =, u, dans lesquelles la fonction w figure sous des 
signes de quadratures; nous allons faire disparaitre ces quadratures 
en employant des équations déduites de (5) par des différentiations 
successives. 

On vérifie aisément les identités suivantes 


04, 2 9% 2 08; 2 09, 2 01, 2 DEAN, 0%, 2 OG, 2 
6) da) * \aa) + \oa -(5 (90 + (3 To -(5 = 
) 
05,09, 09, 09, 09 0% 09 06, _ 


da db da db va db da db ©" 


En faisant usage de ces relations, on trouve les équations 


9% 05; | 09, 0, Oo) 








—— = — 2 — 
da’ da” da’ "da" er — 0s 
9%, +0, Pr, + + hr 2 = O 
(5) db ob : ob" ob db 7? 
’ PS 9 TL + 26 + Ors fs + CAS 9 uth? CAR =o 
dadb” " dadb” " dadb” dadb' dadb 7? 

075, r 9° 0 "Ga _ +. 070, u +h? 26 _ 
| da? dat 7 da: ~ da? de °°° 


En éliminant x, y, 5, u entre les équations (5) et (7), on obtient la 


condition 
d, 5, 45 9, a 
da da da da da 
(8) db db ob Ob Ob =o. 
0°29, 079, 9. 9 da 








v 


dadb dadb dadb dadb dadb 
029, 0:9, 0:9, a? §, 070) 


2 
dat da? dat dat da’ ht 





ty) 
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La fonction w cherchée est donc une solution commune aux équa- 
tions linéaires (3) et (8). 


27. On peut trouver directement de cette manière la function w en 
employant des méthodes régulieres, mais les calculs sont tres compli- 
qués. On les simplifie beaucoup en prenant comme variables a, et b,, 
les fonctions A et B qui définissent la surface minima, c'est-à-dire en 
représentant la surface minima par les formules de M. Weierstrass. 

La surface M est alors l'enveloppe du plan dont l'équation est 


(9) (a+bi)r+i(b—a)y+(ab—1)3+1—=o. 


Nous determinerons la surface en employant ces coordonnées a,,b,,t 
qui sont les coordonnées «a, 8, & employées par M. Darboux ('). (Pour 
trouver ces expressions elles-mêmes, nous avons changé la direction 
de Oz.) 

Soient X, Y, Z les coordonnées du point M et C, C’, C” les cosinus 
directeurs de la normale en M à la surface M. Posons 


29 — X?+ Y?+ 2, p=CX + C'Y+ CZ. 


Ona 
_ ath, „_ €(b,— ay) _ Ab; t= — 
— 1+ 4,0, C= 1+ a,b, ’ — abi+i = purabı). 


A etant le point de la développéc moyenne qui correspond au point 
M, on vérifie geometriquement dans le triangle OAM la relation 
ahtu, 


2q + h? = — oS 





yx yD -y h? . 
d'où l’on déduit, en remplaçant v par — 7 et u par la demi-somme 


des rayons de courbure, p et p’, de la surface M au point M : 


PHE 7 q + avec =. 


(10) 





(1) Dansoux, Théorie des surfaces, Livre II, n° 165. 
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Les coordonnées du point M, où le plan défini par l'équation (9) 
touche son enveloppe, sont (') 





1+ a b,}/ dp dC op dal 
X = Cp + (ra (50 ab, + 3b sa) 
Car (dr oC' op. oC") 
2 da, 0b, db, da.) 
rad oC”  dp oe), 


2 


da, db, db, da, 





(11) 





Y =C'p+ 





Z = C'p + 


On déduit de ces formules 


— X?+ Y?+ 7? 
zu 2 


pr, G+arbi)® dp dp 

2 2 da, db, 
0? p 

re __ — ı_ UF, 

p+ p’=—— 2p—(t+a,b,) Ja, ob, 


Remplacons, dans l'équation (10), g et p + p’ par ces valeurs, nous 
obtenons, en simplifiant, 


2 
G+ab)(p "p — SE SP) pts ah. 





da; Ob, da, db, 
Intégrons cette équation, posons 
\ pe’; 
l'équation précédente devient 


dr _ ahet'+ı 
da; db, (1+ a, by)? 


Prenons pour nouvelle inconnue la fonctions, définie par la relation 
r=L(i+a,b,)+s, 
l'équation prend la forme 


oO? s 
da, db, 


= ah, e*ss 


(1) Darsoux, Théorie des surfaces, Livre VIII, n° 1074. 
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c'est l’&quation de Liouville. Si l’on désigne par A, une fonction arbi- 
traire de a, et par B, une fonction arbitraire de b,, l'intégrale de 
l'équation précédente est définie par la relation 


u N AB 


ah G+AB 
On en déduit, pour la fonction p, l'expression 


—— ı+A,B; _ 1 + A,B, | 
1. P=V ara) A, Bi (1+ a,b.) 

Les formules (11) permettent de déterminer les coordonnées X, Y, Z 
d’un point de la surface M. 

La détermination des surfaces A et A, se fait aussi tres facilement 
de la facon suivante : 

Le plan tangent à la surface M au point M a pour équation 


(a,+ b,)xr+1(b,—a,)y + (a,6,—1)5—hf(a,, b,) =09, 


en posant 
1+ A,B, 
J (a, 6,) = —— 
vA; B, 
Le point A, est le pôle de ce plan par rapport à la sphère de rayon Az; 
les coordonnées de ce point sont donc 





di + b i(b,—a,) 1— a,b 
= h + = h 1 sah i, 
TI far) 77" Fab)? F(a bt) 
et ona 
ype Ma 
pP Sad) 


La surface A est la développée moyenne de ia surface M et l’on 
peut écrire 


z=X +Cu— 





(tab ( de oC  dp oC 02 p 


2 da, 0b, | 0b, da, da, db, 


deux formules analogues donnent y et z. En remplaçant p et C, C’, C 
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par leur valeur, on trouve 


If _ of f 
FT; [SL + ab, MU On) Gaon, Tr |” 


__ ihT of Of O° f 
= LT — 96, — 6% %) gaan, | 
BL of of Of 

7 = 35 E ‘Oa, + b, = ob, — (ab, — ') da, db, ob, -/| 


u—=Va+y+ 374+ = - AK by +1) Sa db, ae — ay x — bis sp +s]. 
Si l’on écrit 
di = x dv + x, du, 


et les deux relations analogues donnant dy et &, la surface lieu du 
point Ent a pour élément linéaire 


ds = 9? du? + 2(uv + hr) du ds + (u? — h?) dei. 


28. On peut appliquer le théorème de M. Weingarten aux surfaces M 
définies par l'équation 
p+o _—q+h 


2 P 





que l'on peut écrire 





+ 2p(q— 4h) — 


Si l'on pose 


elle prend la forme 








8 
p+p 


Prenons comme parametres 


m = a), n—%%—1, 


p° _ 0qg p 


On sait que la détermination des surfaces M fait connaître en même 
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temps toutes les surfaces dont l'élément linéaire est 


ds*= dm? + 24(pm + qn — ©) dn 
m+ me) 
— | dn. 


n 


— dm? + na( 


Cet élément linéaire convient au paraboloide 
y+-szar+h(y— iz) 


qui a un plan directeur isotrope. En donnant a A, la valeur o, on 
obtient le paraboloide de revolution de parametre 1. 


29. Nous allons etablir maintenant quelques proprietes geome- 
triques des surfaces M. 

Les developpables de la congruence de normales C correspondent 
aux lignes de courbure de la surface Met au réseau conjugué commun 
aux surfaces A ct A,; ce réseau est à invariants ponctuels égaux, donc 
le réseau conjugué correspondant sur la surface pelaire réciproque M 
est à invariants tangenticls égaux, c'est-à-dire que la surface M a une 
représentation sphérique isotherme. 


tf , ° sr . 
Toutes les sur/aces définies par I equalion 


oto —q+h, 


2 P 
ont une representation sphérique isotherme. 


La surface M et sa développée moyenne À font partie des douze sur- 
faces; on en déduit facilement les propriétés suivantes : 


Aux asymptotiques de la surface M correspondent, sur sa développée 
moyenne, un réseau conjugue a invartants tangentiels égaux. 

Aux asymptotiques de la developpee moyenne correspondent, sur la 
surface M, un reseau ronjugue a invariants ponctuels égaux. 


Nous montrerens plus loin (n° 36) que l'on obtient toutes les sur- 
faces M algebriques en prenant pour les fonctions arbitraires A, et B,, 
qui figurent dans l'expression des coordonnées X, Y, Z d'un point, des 
fonctions algébriques quelconques. 


88 A. THYBAUT. 


Les propositions que nous venons d’enoncer caractérisent les sur- 
faces M dans la classe des surfaces à représentation sphérique iso- 
therme. Ces propriétés, particulières aux surfaces M, correspondent à 
une propriété analytique de l'équation harmonique. 


30. M. Darboux a montré (') que toute surface S à représentation 
sphérique isotherme était l'enveloppe d’un plan défini par l'équation 


0x + y +035+w—=0, 


dans laquelle w est la solution générale d’une équation harmonique 
quelconque [9,, 9,, 9, sont définis par les équations (2)]. 

Cette surface S fait partie d'un groupe de douze surfaces dont la 
surface fondamentale est une surface minima. Considérons, dans ce 
groupe, la surface A qui correspond à la surface minima par orthogo- 
nalité des éléments; c’est la surface moyenne d’une congruence de 
Ribaucour formée de droites normales à une surface S’. 

La représentation sphérique des lignes de courbure de S’ est iso- 
therme. Ces lignes de courbure correspondent, en effet, aux dévelop- 
pables de la congruence, c’est-à-dire aux asymptotiques de la surface 
minima fondamentale ou aux lignes de courbure de la surface minima 
adjointe. Cette surface adjointe et la surface S’ se correspondent par 
plans tangents parallèles, et le réseau conjugué commun est formé par 
les lignes de courbure : les deux surfaces ont donc nécessairement la 
même représentation sphérique. 

En résumé, la surface S’ a une représentation sphérique isotherme, 
elle a la même représentation sphérique que la surface S. 

Les coordonnées d’un point de la surface S’ sont 
(13) (X=e+pu, Yayt qu ZL =: u 
x, y, 3 sont les coordonnées d'un point de la développée moyenne de 
S’, elles sont définies ainsi que u par les formules (4). 


Les formules (13) peuvent representer toutes les surfaces a representa- 
tion sphérique isotherme. 


(') Danpoux, Theorie des surfaces, Livre VIII, n° 914. 
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La connaissance d'une solution w de l'équation harmonique qui corres- 
pond a une surface minima, permet de déterminer deux surfaces S et S’ 
ayant même representation sphérique que la surface minima adjointe. 


Une construction géométrique simple fait connaître S lorsqu'on 
donne S’. 


Considérons dans les douze surfaces la surface A, polaire réciproque 


de S ; les coordonnées du point A, sont %ı,%, %, donc 0 
GQ W@W 06) 
OA, = De 
G) 


La parallèle à OA, menée par A forme une congruence de Ribaucour; 
soit F un point de contact de cette droite avec la surface focale, on a 


AE 
OA, 


— @°. 


Remplacons dans cette équation OA, par %, nous obtenons 
__AF 
G) — 6, 
En négligeant un facteur constant et en désignant par S le point de 
la surface S qui correspond à A,, on peut écrire 


os = _"_—%_AF 


Soient p et po’ les rayons de courbure de la surface S’, R et — R les 
rayons de courbure de la surface minima fondamentale (ce sont aussi 
les rayons de courbure de la surface minima adjointe) 


. 





Remplacons dans la derniere égalité, nous trouvons, apres avoir sup- 
primé un facteur constant, 





et nous pouvons énoncer le théoreme suivant : 


Sou S’ une surface ayant même représentation sphérique qu’une surface 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Mans 1897. 12 
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minima. Désignons par p et p' ses rayons de courbure enun point, par Ret 
— R les rayons de courbure de la surface minima au point correspondant. 
Le plan parallèle aux plans tangents correspondants, ei situé a une dis- 





—p 
tance d’un point fixe proportionnelle at in enveloppe une surface S 
qui a même représentation sphérique que S’. 
Les surfaces S et S’ sont en général distinctes ; elles sont confondues 
dans le groupe des douze surfaces qui fait connaître une surface appli- 


cable sur le paraboloide qui a un plan directeur isotrope. 
On a, dans ce cas (n° 27), 


pp _ ha, p=h Pr. 


2 P R 


Ces deux relations permettent de calculer en fonction dep, q, R les 
rayons de courbure p et p’ de la surface M. 


31. La surface S’ est l'enveloppe d’un plan dont l'équation est 
2+ 9,y + 033 +w'—=o. 
On vérifie géométriquement la relation suivante 
(14) w'= 0,7 + 0,7 + 035 + Gu. 


Étant donnée une solution w d’une équation harmonique, la for- 
mule (14) permet de trouver une autre solution w'. 


Inversement, on peut trouver l'expression de w en fonction de w’. 
En faisant usage des équations (6), on déduit facilement de la rela- 
tion (14) les suivantes 


0,x + hy + 954 + Ou —w — 0, 
da da + 3a? da va ? 
25, 06, MM, _ Mm _. 
96” 957 + 5% + 96 0b ? 
oO OH tw 
da0b” * dadb”  dadb” dadb” dad 7,9 
076, 076, 076; + 976, 07 uw! 


— 26) — O. 








da” toe” toa? toa" — Ja 


SUR LA DEFORMATION DU PARABOLOIDE, ETC. YI 
En éliminant x, y, 3, u entre ces cinq équations linéaires, on trouve 
une égalité de la forme 
Iw' In’ 0? wy’ Ow’ 
w=Mo't+N@ 4p! 492? Ro. 
HN Ge +P oo + on * À de 


32. On peut généraliser le théorème précédent, démontré pour 
l’équation harmonique, et l'étendre à une classe beaucoup plus étendue 
d'équations de Laplace. 


Nous ferons d’abord le changement de variables défini par les for- 
mules 
a=a+b, B—a—b. 


x, y, set u prennent la forme 


Ow 09; Ow) 06; 
[5 — & 5a) da (9:55 — 6) 3) dB. 


L'équation harmonique devient 


29 
i603 — [F(a +B) — D(a—B)]5. 


Nous énoncerons le théoreme suivant, dont la verification est im- 
mediate : 


Supposons que l’on connaisse p solutions de l'équation E, 


0? 0 
da05 kG 
verifiant la relation 
2,6? = 0, 


et soil w une (p +1)" solution quelconque, si l’on pose 


dw 09 Ow 09 
= ( (452 —0 5) da (055 — 055) dé 


(7 = 2, A;6; 


la fonction 


est une nouvelle solution de l'équation. 
Lorsque p = 3 l'équation E, est immédiatement intégrable. 


92 A. THYBAUT. 


On déduit cette propriété de la remarque suivante, dont la démon- 
stration est facile : 
Si trois solutions d’une équation de Laplace de la forme 


sont liées par une relation homogène quelconque, |’équation est im- 
médiatement intégrable. 


Lorsque p = 4, l'équation est harmonique. 


De la condition 
62+ 62+ 62+ 62 =o 


’ . 6 ’ R 
on deduit, en effet, que I, a, 9: peuvent représenter les coordonnées 
| 0, 9, 6, 


rectangulaires d’un point d’une sphère; 0,, 0,, 0,, 0, étant quatre so- 
lutions de l’équation de Laplace donnée, À, a ae ı sont trois solu- 
> $ 4 


tions d'une équation à invariants égaux de la forme 


90 _ 0,8, 
0208 da 03 


Sur la sphère, le réseau qui correspond aux paramètres a, ß est 
donc orthogonal et isotherme, et par suite, l'équation de Laplace que 
vérifient 9,, 0,, 0,, 0, est harmonique. 

Lorsque p = 5, les 9 sont les coordonnées pentasphériques d’un 
point d'une surface isothermique rapportée à ses lignes de cour- 
bure (‘). Nous appliquerons plus loin cette propriété. 


33. L'équation de Laplace, que nous avons considérée, admettant 
toujours la solution o, une équation E, renferme toutes les équa- 
tions E,_,. 

Nous allons indiquer une méthode qui permet de déduire, dans 
certains cas particuliers, une équation E,,, d'une équation E,. 


(1) Darsoux, Theorie des surfaces, Livre IV, n° 437. 
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Remarquons d'abord que la solution w’, que nous calculons au 
moyen d’une solution w, est, en général, distincte de w. 
Nous dirons que w est une solution spéciale de l’équation E, lorsque, 


m étant constant, 
= ma). 


Si l'on pose, en général, 
diuw — Aj, 


les fonctions o sont des solutions de l’équation de Laplace que l’on 
obtient en appliquant à l'équation E, la transformation de M. Moutard 
relative à la solution w. 


De la relation 
mo = w'— Ë, À;; 


on déduit facilement, en représentant par A? une constante quelconque, 
2,A}?+h=o, 


ou, en remplaçant A, par la valeur o;w, 


2 . h? 
(15) 2oi+-;—0o. 


L’équation que l’on déduit de E,, par le méthode de M. Moutard, 
. Fi , 
admet comme solutions c,, 03, ..., Ip — dont la somme des carrés est 
nulle ; d’où l’on conclut : 


St l’on applique à une équation E, la transformation de M. Moutard 
relative a une solution spéciale w, on obtient une équation E,... 
Lorsque h = 0 l'équation transformée est aussi de la forme E,. 


34. Appliquons le théorème précédent aux équations harmo- 
niques E,. 

En faisant usage des relations que nous avons employées au com- 
mencement de la troisième Partie, on voit que w sera une solution 


spéciale si 
mu = br +60,y + 935 — Ou. 


Nous avons trouvé précédemment (n° 25) qu'une telle solution w 
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faisait connaitre une surface applicable sur le paraboloide qui a un 
plan directeur isotrope. La relation (15) devient alors 


z+ yi + tz, 


Une équation harmonique a donc toujours des solutions spéciales. 

La recherche des solutions spéciales de toutes les équations harmoniques 
est un problème équivalent a la deformation du paraboloïde qui a un 
plan directeur tsotrope. 


En particulier, lorsque le paraboloide est de révolution, la relation 
précédente se réduit à 
rt+ + st —u. 


La solution w correspondante a été déjà calculée [n° 14, for- 
mule (11)]. On peut vérifier que cette solution est harmonique et 
énoncer le résultat suivant : 


Pour obtenir une équation harmonique en appliquant à une équation 
harmonique la transformation de M. Moutard, il faut que cette trans- 
formation soit relative a une solution harmonique de la première équa- 
tion. 


M. Darboux a d’ailleurs démontré que cette condition nécessaire 
est suffisante (*). 


35. La méthode que nous venons d'exposer permet donc de déduire 
de chaque solution d'une équation harmonique E, une équation E,. 
Les cinq quantités x, y, z, u, h, liées par la relation 


r+ + P= uu? — h’, 


peuvent étre considérées comme les coordonnées pentasphériques 


d'une surface isothermique rapportée à ses lignes de courbure. Les 
coordonnées ponctuelles sont 


_ Y 3 
= —7, —_— 
ukh ath 





— nen m = _ _— — - 


(1) Darsoux, Théorie des surfaces, Livre IV, n° 407. 
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Le double signe donne deux surfaces inverses par rapport à l'ori- 
gine des coordonnées. 

Un calcul facile montre que l’element linéaire de ces surfaces est 
(da? — d3?). 


2 — 2 2 2 
ds? — dX?+ dY’+d7 =o =p 


Les paramètres des lignes de longucur nulle sont 
a=a-+ß, b=a— 8B. 


Ces lignes correspondent donc aux lignes de longueur nulle de ta 
surface M définie précédemment. 

En faisant usage des paramètres a, et b,, nous avons calculé (n° 27) 
les expressions des fonctions x, y, z et u. 

Si l’on pose, comme au n° 27, 
(16) flay, by) = Mb 
VA, B, 
on trouve immédiatement les formules suivantes qui donnent les 
coordonnées X, Y, Z d'un point de l’une des surfaces isothermiques 
rapportée aux lignes de longueur nulle 


{ of of of 
A.X= (rd) — da, db, 





(17) BLY = ba) D LA 5) 
7 of Of, Of 
A.Z = (a, b,— ') Ja, ab, db, “Oa, USE, +S 
avec 


arf of _, of 
A = (a1 8)+ Terre Ob, oo T bs Oh, + ft. 
Le double signe conduit à deux surfaces inverses par rapport à l’ori- 


gine. 
La fonction /(a,, 5, ) vérifie la relation 


toe Of of Of _ 
da; db, da, db, 
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On peut donc exprimer X, Y, Z en fonction de /, of et of c'est- 
1 1 


à-dire que, dans l'expression des coordonnées X, Y, Z, figurent seu- 
lement les fonctions arbitraires A,, B, et leurs deux premieres déri- 
vées. 


36. Dans cette classe de surfaces isothermiques qui paraissent nou- 
velles, on peut déterminer toutes les surfaces algébriques. 


On obtient toutes les surfaces algebriques en remplaçant dans les for- 
mules (17) les fonctions arbitraires A, et B, par des fonctions algébriques 


quelconques. 


Cette condition est évidemment suffisante. 
Pour montrer qu’elle est nécessaire, nous indiquerons d’abord les 


deux relations 


Or, oy Os 
2 2 
us | (1 a) +r at) ae + 2a 5, = 0, 
I € 
dx . Oy Os 
2\_ 2 . 
( 1) Sp “a di) Sp: 20: 0b,” 


que l’on vérifie facilement. Elles expriment que la surface A corres- 
pond a la surface minima B par orthogonalité des éléments. 
On déduit de l’équation (5) 


(19) (+ b)z+ib—a)y+(lab5—ı)s+(,d&,+ı)u=hfla,bı). 


Sur la surface isothermique, les deplacements effectués suivant une 
ligne de longueur nulle sont definis par les relations 


dL=pdX+qdY,  dX?+dY?+dZ'=o 


(p et g désignent les dérivées partielles de Z par rapport à X et à Y). 

Si la surface est algébrique, p et g sont des fonctions algébriques 
de X et Y. 

Ces équations définissent, pour les différentielles dx, dy, dz, deux 
systèmes de valeurs öX, oY, 5Z et o’X, oY, o’Z. 

On déduit des équations précédentes que le déplacement est néces- 
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sairement représenté par les formules 
(20) OX OX, VX, Y)OX,  6%Z=/,(X,¥) 6X, 


JSX,Y) et, (CX, Y) étant des fonctions algébriques. 
Différentions les deux membres de l’équation 


r=X(u—h), 


nous obtenons 
6r—(u—h)déX+Xeu, 


L'égalité 


(21) M4 Ye te Eh 
u—h 





montre que u est une fonction algébrique de X et de Y. 
En employant les relations (20) et (21), on pourra représenter le 
déplacement correspondant effectué sur la surface A par les formules 


nr —=F,(\,Y)dXN, dy = F,(X,¥)aX, 65s — F,(X,Y)dN, 


F,(N,Y), F(X, ¥) et F,CX, Y) étant des fonctions algébriques. 

Si le déplacement correspond à une variation du paramètre a,, ox, 
cy, 93 sont respectivement proportionnelles à Or, Or, 0, ot la pre- 
" da, Oa, da, 
miere relation (18) devient 


(1— af) RON) + e+ ai) FAX, ¥) + 2a Fy( X,Y) = 0. 


a, est donc une fonction algébrique de X et Y; on démontrerait d’une 
manière analogue que J, a la même propriété. 
x, y, set u étant des fonctions algebriques de X et Y, on déduit de 
l'équation (19) que | 
1+ A,B, 
Ka,b)=h VAR 
est une fonction algébrique de X et Y, et, par suite, de a, et b,. Nous 
allons démontrer que, si la fonction /(a,, b,) est algébrique, les fonc- 
tions À, et B, sont nécessairement algébriques. 
Donnons, en effet, à b, deux valeurs distinctes, nous obtiendrons 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. Mars 1897. 13 
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deux fonctions algébriques de a, 
1+ Aim 1+ A,p 
—————) 
yAın VA:9 


(m,n, p, g désignent des constantes). 
Le quotient de ces deux fonctions est 


1+ A,m v8: 
1+ A,p n° 
ce quotient étant algébrique, A, l’est aussi et B, a la même propriété. 
La surface M est l'enveloppe du plan défini par l'équation 





(a+bi)r +i(b—a)y +(mb;—1)3— hf(a,b;) = 0. 


Cette surface est donc algébrique lorsque /(a,,b,) est une fonc- 
tion algébrique. Les surfaces M et A sont algébriques en même temps 
que la surface isothermique correspondante. 

La proposition énoncée au n° 29 est démontrée. 

Dans un Mémoire qui sera publié plus tard nous ferons l'étude géo- 
métrique des surfaces isothermiques précédemment définies. 


SUR LES 


SYSTEMES DIFFERENTIELS 


LES PLUS GENERAUX, 


Par M. C. RIQUIER, 


PROFESSEUR A L UNIVERSITE DE CAEN. 


Dans un récent Mémoire de M. Delassus [ Extension du théorème de 
Cauchy aux systèmes les plus généraux d'équations aux dérivées par- 
tielles (Annales de l’École Normale, novembre et décembre 1896)], on 
peut lire le passage suivant (p. 422 et 423) : 


La solution du problème (il s’agit d'établir, dans les circonstances géné- 
rales, l’existence des intégrales d’un système différentiel quelconque) dépend 
de la recherche d’une forme canonique générale. M. Riquier, en faisant cor- 
respondre aux variables et aux inconnues des nombres enticrs qu'il appelle 
cotes premières, cotes secondes, etc., est conduit à définir des systèmes ortho- 
nomes qu’il prend pour base de tous ses raisonnements. Il montre que tout 
système d'équations aux dérivées partielles peut se ramener à un système or- 
thonome passif linéaire et du premier ordre. Dans de tels systèmes, la for- 
mation par differentiation de toutes les équations, jusqu’à l’ordre infini, 
permet de séparer les dérivées des fonctions inconnues en deux classes, les 
unes étant principales et les autres paramétriques, et M. Riquier montro 
qu’en se donnant arbitrairement les valeurs initiales des dérivées paramé- 
triques, on peut reconstruire les développements en séries des intégrales 
cherchées, et que ces développements sont convergents (1). 

Ces résultats sont établis en toute rigueur par M. Riquier, mais la démon- 
stration qu'il en donne, non seulement est très compliquée, mais est bien 
artificielle à cause de l'introduction de ces cotes qui interviennent d'une façon 
bien bizarre dans la question. Ceci justifierait déjà la publication de ce Tra- 
vail où les résultats de M. Riquier sont retrouvés d’une façon beaucoup plus 


(*) Riqurer, Mémoire sur l'existence des intégrales dans un systeme différentiel quel- 
conque et sur la réduction d’un semblable srstème à une forme linéaire et complètement 
intégrable du premier ordre ( Recueil des Savants étrangers, t. XXXII, n° 3). 
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naturelle et plus simple en suivant une voic toute différente; mais il y a plus, 
c'est que le Mémoire de M. Riquier n’a pas résolu la question aussi complè- 
tement qu'il est possible de le faire. 

Ce qui fait l'intérêt du théorème de Cauchy, sous la forme classique que 
lui a donnée M™ de Kowalewsky, c'est que non seulement ce théorème dé- 
montre l’existence des intégrales, mais indique en même temps des fonctions 
arbitraires, en nombre fini, ayant des relations simples avec les intégrales, 
les déterminant complètement, et susceptibles d’être interprétées géométri- 
quement. 

Les intégrales de M. Riquier sont des séries dont une infinité de coeffi- 
cients sont arbitraires. Ces coefficients arbitraires sont les valeurs initiales 
des dérivées paramétriques, et les systèmes orthonomes, auxquels cet auteur 
ramène tout, sont d’une forme tellement générale, qu'il est impossible 
d’apercevoir la loi de sucesssion de ces dérivées, et, par suite, d’avoir une 
idée de la facon dont on pourrait les grouper pour former des fonctions ar- 
bitraires ayant des relations simples avec les intégrales cherchées. 


Je m'étonne d’avoir été aussi peu compris. Que M. Delassus, retrou- 
vant les résultats que j'ai le premier obtenus, estime y être arrivé par 
une voie plus simple, c’est une croyance que je m’explique chez lui, 
bien que je ne la partage pas, et que ses démonstrations me parais- 
sent tout aussi compliquées que les miennes. Libre encore à M. De- 
lassus de trouver « bizarre » l'attribution de cotes entières aux va- 
riables et aux inconnues, bien que cette idée ne me semble pas, à moi, 
plus singulière que celle de les ranger, comme il le fait, dans un 
ordre déterminé. Mais lorsqu'il soutient, et c’est là le point important 
de sa critique, que je n’ai pas résolu la question d’une manière com- 
plete, et qu’il est impossible, en suivant ma methode, d’apercevoir 
« comment on pourrait grouper les coefficients arbitraires des déve- 
loppements des intégrales pour former des fonctions arbitraires, en 
nombre fini, ayant avec ces dernières des relations simples », je ne 
puis, sans protester, laisser passer de semblables affirmations. 

L'intégration des systèmes différentiels quelconques se ramène, 
comme je l'ai démontré, à celle des systèmes orthonomes passifs. Dans 
le cas éminemment simple où le système orthonome passif est du pre- 
mier ordre, la détermination initiale de l’une quelconque des fonc- 
tions inconnues qui s’y trouvent engagées est une fonction arbitraire 
des diverses variables indépendantes s, {, ..., auxquelles se rappor- 
tent les dérivées paramétriques premières de la fonction inconnue 
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considérée : car, en pareil cas, celle-ci a pour dérivées parametriques 
de tous ordres celles qui se rapportent aux seules variables s, 7, ....”. 
D'autre part, l'intégration d'un système orthonome passif d’ordre 
supérieur au premier se ramène, par un mécanisme que j'ai décrit, 
à celle d’un système orthonome passif du premier ordre. Le simple 
rapprochement de ces deux faits, auquel M. Delassus semble n'avoir 


pas songé, l'aurait sans doute mis en défiance contre le jugement 


trop hâtif formulé au début de son Mémoire : los quelques exemples 


traités ci-après suffiront, je l'espère, à l’edifier complètement sur 
ce point. 


Exemple I. — Supposons qu'un système différentiel ait été mis sous 
une forme orthonome passive, et que le systeme Sainsi obtenu se com- 
pose de trois équations ayant respectivement pour premiers membres 
du Ou du 

dx’ dyads’  dÿ 
où wdésigne une fonction inconnue des trois variables indépendantes 


x, y, 3. On peut le ramener, par la méthode exposée dans mon Mé- 


moire, à un système S’, à la fois orthonome, passif et du premier ordre, 
savoir : 














Ou Ou a’ du u 
Ox — sw oy 0 y — fey Os ~ =) 

8 LA # 
au, __ au, _ u" Ou, 
— — + ° — — +2 —_— — eg 
Ox ’ dy 7 Oz 
Ou’, Ou’, Ou, ” 
_— =... — —... — ou 
Ox ’ dy , FE , 
du; __ Ouys __ Ou: _ 

— © e s 9 — @ ® L) — © se e 9 

Ox dy , Oz 
Our, Ours 
dr — © e s 9 dy — 


Des lors (et en convenant de dire qu’une fonction est à elle-méme 
sa derivee unique d’ordre zero), les derivees parametriques de la fonc- 


tion u, considérée dans le systeme S, sont celles qui ont pour deno- 
minateurs de leurs notations : 


1° 05%, où «20; 


2° dy et dy’; 
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car, dans le système S’, les déterminations initiales des fonctions in- 
connues sont : 

1° Pour wu et u, des constantes arbitraires, et pour «;, une fonction 
arbitraire de >; 

2° Pour u, et u,, des constantes arbitraires. 

En conséquence, si l'on désigne par 2 , Yo. 5, les valeurs initiales 
choisies pour les variables indépendantes, une intégrale ordinaire de S 
se trouve entièrement déterminée par les conditions 

1° Que pour æ—x, — y — y, —0, cette intégrale « se réduise 
a une fonction donnée de 2; 


2° Que pour æ- x, — y — yy — 5 — 2, —0, les deux dérivées 
Ou Ou ’ ° D [A 
—, —— se réduisent à des constantes données. 
dy oy 

Exemple Il. — Considérons un système orthonome passif S, com- 
posé de quatre équations ayant respectivement pour premiers 


membres 
Au d'u d'u ou 
dy?’ dyds’ datdy’ dards: 


Le systeme S’ sera, dans le cas actuel : 



































Ou u Ou , du , 
2 — ‘ — ZU. — ZU. 
Ox 7” dy Aled 5 29 
du, n° dur u" dur a 
Ox ar OY —y? > — lysys 
du, — u" du, __ Ou, __ 

dx — ry dy 9 5 —. © oy 
Ou, _ u” Ou, | Ou, u" 
Ox m TS) dy — 9 ‘Os — 5% 
dus __ u” dur: __ du); __ u” 
dr — rds or — we oy 3 — wisy 
Ol. _ u un dun u" 

— | - — — — -3 

Ox rs'? dy N) I: 33) 
du’. _ Ou vy __ dur, _ı 

Ox — *e 6 8B 9 dy — se e e 3 = — © 8 e 9 
dur: _ u", Our: __ dur: __ u" 
dx — ris dy ss 5 — “sas? 
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durs _ Our. Ours: = 12 
= = — 9 an . 
oy ‘ 3 Ox at 
dus: _ dus: _ .. 
Oy’ So ” 











Or 5 dy u 
Ours Our: 
va’ Oy 


Il en résulte que les dérivées paramétriques de la fonction u, consi- 
dérée dans le systeme S, sont celles qui ont pour dénominateurs de 
leurs notations : 


1° 03%, où a20; 
2° Ox (ds*), ou 220; 
3° Oz? ( dx"), où «20; 
4° 0x2? d:s(dz*), où a2o; 
5° dy et Oxody; 


car, dans le systeme S’, les déterminations initiales des fonctions in- 
connues sont : 

1° Pour u, u!, u;, des constantes arbitraires, et pour w., une fonc- 
tion arbitraire de 3; 

2° Pour u,, u,. des constantes arbitraires, et pour u,., une fonction 
arbitraire de 2; 

3° Pour u,. une constante arbitraire, et pour u,, une fonction arbi- 
traire de x; 

4° Pour u,,. une fonction arbitraire de x; 

5° Pour u, et u;, des constantes arbitraires. 

En conséquence, une integrale ordinaire de S se trouve entiere- 


ment déterminée par les conditions : 
Ou 


1° Que, pour x — x, =y— 7, = 0, cette intégrale u et sa dérivée 37 


se réduisent à des fonctions données de z; 
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d'u Bu 


dei À Oro: 


0 » —- mn — SPIVÉ 
2° Que, pour y — y, = 3 — 3, — 0, les deux dérivées =; 


se réduisent à des fonctions données de x; 

3° Que, pour 2 - u, =y — y, — 3 — 5, — 0, les deux dérivées 
du du 
dy dx dy 

Observons ici qu’en faisant abstraction pour un instant des condi- 
tions initiales relatives à ces deux dernières dérivées, tout est syme- 
trique par rapport aux variables x et 3 dans l'ensemble des conditions 
restantes, puisque, dans le système S’, les inconnues u, u,, U., Uys, 
Us, u,, ont pour déterminations initiales des constantes arbitraires, 
les inconnues &,., u,,. des fonctions arbitraires de x, et les inconnues 
uss, Ur. des fonctions arbitraires de 3. D’après cela, une intégrale or- 
dinaire de S se trouve tout aussi bien déterminée par les conditions : 


se réduisent à des constantes données. 


1° Que, pour y — y, = 5 — 5, = 0, cette intégrale u et sa dérivée 
se réduisent à des fonctions données de x; 

2° Que, pur z—2,=y — y, = 9, les deux dérivées 2 et u 

’ o—Y Yo , ? Os? dx d= 


se réduisent à des fonctions données de 2; 
3° Que, pur æ—æ —y—7, =5— 5% =0, les deux dérivées 


du d'u si. , , 
—, ——— se réduisent à des constantes données. 
dy drdy 


Exemple III. — Considérons un système orthonome passif S, com- 
posé de deux équations ayant respectivement pour premiers membres 


du 
0xdy 


Fu 
Or ds 


Le systeme S’ sera, dans le cas actuel, 





gu, du__s, gu, 
dx xr dy — y? oz — uz, 
du, Ou, _ 
oy _— -9 Os °, 
Ou, du, _ Ou: 
dx’ “Os Oy’ 
Ou, _ 
Ox — 
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Il en résulte que les dérivées paramétriques de la fonction u, consi- 
dérée dans le système S, sont celles qui ont pour dénominateurs de 
leurs notations : 


1° oy, où a20; 
2° 03.dy*958, où azo, B20; 
3° 0x (dx), ou 420; 


car, dans le systeme S’, les déterminations initiales des fonctions 
inconnues sont : 

1° Pour w une constante arbitraire, et pour u, une fonction arbi- 
traire de y; 

2° Pour u, une fonction arbitraire de y et s; 

3° Pour u‘, une fonction arbitraire de x. 

D'ailleurs, les groupes 1° et 2° peuvent évidemment être réunis en 
un seul, et les dérivées paramétriques de u relativement au systeme S 
être classées en deux groupes, suivant qu’elles ont pour dénomina- 
teurs de leurs notations 


1° dy*dsb, où a20, Bo; 

2° 0.c(dz™), où a2o. 

En conséquence, une intégrale ordinaire de S se trouve entiere- 
ment déterminée par les conditions : 


1° Que, pour æ — æ, = 0, cette intégrale u se réduise à une fonc- 
tion donnée de y ets; 


o , + + OÙ rps gy 
2° Que, pour y — y, = 2 — 3, —0, sa dérivée — se réduise à une 
fonction donnée de x. 
Exemple IV. — Considérons enfin un systeme orthonome S,.com- 
d'u 
, 9 , 

r premier —— : 
posé d’une équation unique ayant pour premier membre Dr dy de 
Pour un pareil systeme, nécessairement passif, le système S’ sera 

Ou du, gu, 
on? dy” os 
du; du, Ou; 

Pr = un, dy = Uxyy Ge — Urs, 
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, ! r 
du, „ du, __ n du, _ , 
0 v? dy > as "5? 
du: „ Ou, ” du: u" 
— - —— - TR _— 1 
dr 17 dy 77? 5 5 
durs du, Ours dus 
2 = 3 
oy Ox Os Ox 
dus  Odu;y Oly.  Ouy,; 
ot = —— 3 —- = 9 
da oy 5 dy 
dus Jul. Out. Oly; 
= — —; — = —— ;) 
Ox 05 dy 03 
dus: _ 
or 
dur: 
a _ ” 
# 
dur __ 
Os 


Il en résulte que les dérivées paramétriques de la fonction z, con- 
sidérée dans le systeme S, sont celles qui ont pour dénominateurs de 
leurs notations: 


1° | dy, où «20; 
29 03.03%, où 220; 
3° Oy 02 .0y%025, où a20, 320; 
he 0x(dz~), où «20; 
5° 0x(0s.0x%dsB), où a20, B20; 
6° oxdy(dr*dy8), où a20, B20; 


car, dans le système S’, les déterminations initiales des fonctions in- 
connues sont: 

1° Pour w, u, des constantes arbitraires, et pour &,, une fonction 
arbitraire de y; 

2° Pour uw, une constante arbitraire, et pour u}, une fonction arbi- 
traire de z; 

3° Pour w;, une fonction arbitraire de y etz; 

4° Pour uw, une constante arbitraire, et pour uw’, une fonction arbi- 
traire de x; 


> 
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5° Pour u’. une fonction arbitraire de x et 3; 

6° Pour uw), une fonction arbitraire de x et y. 

D’ailleurs, les groupes 1°, 2° ct 3° peuvent évidemment étre réunis 
en un seul, ainsi que les groupes 4° et 5°, et les dérivées paramétriques 
de u relativement au système S être classées en trois groupes, suivant 


qu'elles ont pour dénominateurs de leurs notations : 


1° dy*0:, où a20, B20; 
2° Ix(Ix%0:P), où a20, Bo; 
3° Oxdy(dx*dy8), où a20, B20. 


En conséquence, une intégrale ordinaire de S se trouve entière- 
ment déterminée par les conditions : 

1° Que, pour x — x, = 0, cette intégrale u se réduise à une fonc- 
tion donnée de y ets; 


oO # ° ¢ Ou ’ . a e 
2° Que, pour y — y, = 0, sa dérivée Fz Se réduise à une fonction 


donnée de x ct z: 


. , +, Ou , 1 , 
3° Que, pour 3 — 3, = 0, sa dérivée dx0y se réduise à une fonc- 


tion donnée de x et y. 
Comme d’ailleurs le premier membre a de Pequation consi- 
y 03 
dérée est une dérivée symétrique par rapport aux trois variables x, 
y, 3, et qu’il y a six permutations de ces trois variables, on pourra 
varier de six manières différentes l’économie des conditions initiales. 


Les exemples précédents, pris entièrement au hasard, suffisent am- 
plement à faire comprendre comment, étant donné un systeme diffe- 
rentiel quelconque, on peut déterminer le nombre et la nature des 
éléments arbitraires, constantes ou fonctions, dont dépendent ses in- 
tégrales générales. Du reste, la possibilité de cette détermination 
ressort de mon Mémoire avec une telle évidence, que tout exemple 
était, à vrai dire, superflu. Comme je l’ai rappelé, en effet, tout systeme 
différentiel est réductible à un autre composé : 1° d’un groupe de re- 
lations finies exprimant certaines des fonctions inconnues à l’aide des 
autres et des variables indépendantes; 2° d’un groupe orthonome pas- 
sif du premier ordre, où se trouvent engagées, avec les inconnues 
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restantes, quelques-unes de leurs dérivées à titre d’inconnues ad- 
jointes. L'économie des conditions initiales, évidente dans ce dernier 
système, se trouve par là même immédiatement connue dans le sys- 
tème proposé, et, dans l’un comme dans l’autre, la solution générale 
dépend de fonctions arbitraires en nombre fini. 

Ainsi, et contrairement aux assertions de M. Delassus, le Mémoire 
dont l’Académie des Sciences m’a fait l'honneur d’ordonner l’impres- 
sion, a résolu /e premier, et d’une façon complete autant que rigou- 
reuse, le probleme de l’existence des intégrales dans un système 
différentiel quelconque. 

Il me reste, après avoir rectifié une inexactitude, à relever une 
omission. M. Delassus démontre, au début de son Mémoire ( Annales de 
l'École Normale, 1896, p. 431 et 432), que sz l’on considère une suite 
infinie d ensembles canoniques d'ordres croissants 


Er, Evt', ..., Et, ..., 
te lb que Von ait, quel que soit v. 
(Er )'S Ets, 


le nombre des termes de la suite pour lesquels ily a inégalité est force- 
ment limite; il ajoute que cette proposition est identique, au fond, 
a un théoreme de M. Tresse, publié en 1894 dans les Acta mathema- 
tica, et qui constitue, d’après lui, « un des progres les plus conside- 
rables réalisés jusqu'à ce jour dans la théorie générale des systèmes 
d'équations aux dérivées partielles ». Or, mes propres recherches sur 
la réduction d’un système quelconque à une forme complètement inté- 
grable ont été publiées dès 1893, et M. Delassus omet de dire que dans 
leur exposé figure la proposition suivante, dont la sienne, formulée 
ci-dessus, nest qu'un simple cas particulier : St l'on forme successi- 
vement, avec des dérivées de fonctions u,v, ..., Ww, un premier groupe 
quelconque, un second étranger au premier et à sa descendance, un trot- 
sieme étranger aux deux premiers et a leur descendance, et ainsi de suite, 
le nombre de ces groupes est forcément limité ( Annales de l'École Nor- 
male, 1893, p. 171, 172, 173; Recueil des Savants étrangers, t. XXXII, 
n° 3, p. 36, 37, 38). 
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SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


DU PREMIER ORDRE 


A UNE SEULE FONCTION INCONNUE, 


Par M. Etienne DELASSUS, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE DOUAI. 


1. Dans un Mémoire récent ('), j'ai exposé une théorie générale des 
systèmes d'équations aux dérivées partielles. Je me propose d’en faire 
ici l'application aux systèmes du premier ordre à une seule inconnue. 

De cette théorie générale nous ne pourrons évidemment pas déduire 
toutes les propriétés des systèmes considérés, car toute propriété de 
ces systèmes n’est pas, a priori, un cas particulier d’une propriété des 
systèmes les plus généraux; mais nous allons montrer que les mé- 
thodes générales de reduction des systèmes différentiels à une forme 
canonique conduisent précisément aux systèmes en involution et que 
les théorèmes généraux fournissent, comme cas très particuliers, les 
théorèmes fondamentaux qui servent de bases aux principales mé- 
thodes d'intégration. 


2. Je commencerai par faire une remarque générale sur les sys- 
tèmes différentiels. 


Dans l'étude des systèmes différentiels, a l'exception de cas trés parti- 
culiers, il y a nécessité absolue de ne considérer que des équations reso- 
lues. 


(!) Devassus, Extension du théorème de Cauchy aux systèmes les plus généraux 
d'équations aux dérivées partielles (Annales scientifiques de l’École Normale, 1896). 
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Cette nécessité va apparaitre immédiatement sur un exemple simple. 
Considérons le système de deux équations du premier ordre à une 
inconnue 3 et à deux variables z,, x, 


F,=(pi+pP:—1)p,=0, 
Fe (pit P2—1) P2= 0. 


Dans les théories, telles qu’on les expose ordinairement ('), on 
raisonne comme il suit: 
Le déterminant fonctionnel 
D(F,, Fs) 
D(/:, Ps) 


n'est pas nul: donc on peut tirer de F, = o et F, = 0 des valeurs de 
pı et Pa. 

Cela suppose que de F, = 0 on tire une valeur de p, qui ne trans- 
forme pas F, = o en identité, c'est-à-dire 


Pi—0; 
puis de F, = 0, qui devient 
(P2—!)P2=0, 
on tire 
Prax! ou Pi: 9. 


On doit donc considérer seulement les systemes de valeurs 


et 
Pi=O9, P2— 09, 

ce qui donne deux groupes de solutions, chacun d'eux renfermant 
une constante arbitraire. 

En opérant ainsi, on a laissé de côté les fonctions z satisfaisant à 
l'équation unique u 
c’est-à-dire la partie principale de la solution du systeme, puisque 
ces solutions dépendent d’une’fonction arbitraire. 


(1) Voir Gounsat, Lecons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. 
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Il est même impossible de ne pas les laisser de côté. On pourrait, 
en effet, dire que de F, =o et F,=0 on peut tirer 


Pi O( 21, Ta), 


Pa 1— (Ti, da). 


Quelle que soit la fonction +, ces valeurs de p, et p, vérifient les 
deux équations F, =o et F,= o. Mais ıl est évident que, quelle que 
soit cette fonction, p, et p, ne sont pas forcément des dérivées par- 
tielles d’une même fonction. Cela tient à ce que, si le système F,F, 
est en involution, les valeurs de p,, p, qu'on peut en tirer ne sont les 
dérivées partielles d’une même fonction que si elles n’annulent pas 


D(F,, F;) 
D(p:, Ps) 


et c’est forcément ce qui arrive pour les solutions que nous considé- 
rons en dernier lieu, car 
Pit Pat x 


se trouve forcement en facteur dans ce determinant fonctionnel. 

Il y a là un fait général qui se présentera chaque fois que le systeme 
proposé sera décomposable. . 

Il est donc indispensable, lorsqu'on a à traiter un système diffe- 
renticl, de résoudre les équations au fur et à mesure qu’on les trouve, 
ce qui fera apparaître successivement les décompositions si le svs- 
tème est décomposable. Le système proposé sera remplacé par plu- 
sieurs systèmes indépendants les uns des autres, chacun d'eux étant 
résolu, certainement indécomposable et devant être intégré séparé- 
ment. 

Cette remarque ne s'applique évidemment pas aux systèmes d’equa- 
tions linéaires, puisque toutes les équations qu'on aura à résoudre 
seront du premier degré. 


3. Réduction à la forme canonique. — En général, pour réduire un 
système différentiel à la forme canonique, il faut y faire le change- 
ment linéaire de variables le plus général. 
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Dans le cas des systèmes du premier ordre, cela est complete- 
ment inutile, et c'est une conséquence de ce que: 


La forme canonique d’un systeme du premier ordre a une inconnue est 
toujours du premier ordre 


et de ce que : 


Tout ensemble de dérivees du premier ordre d’une fonction est cano- 
nique quand on mel les variables dans un ordre convenable. 


Soit 


F, (PP .. :Pn» Li Lys cs Lns s)=0, 


un système du premier ordre à une seule inconnue 3, système que 
nous supposerons indecomposable. 

Cherchons à le résoudre par rapport à certaines dérivées. Il peut 
arriver que l’on ne puisse pas en tirer u de ces dérivées et qu'on soit 
conduit à des équations ne contenant plus que x,,æ2, ..., æ,, 5, et 
ne se réduisant pas à des identités. S'il y en a qui ne contiennent pas 3, 
le système est incompatible. Si elles contiennent toutes 3, on tirera 5 
de l’une d'elles et l’on portera dans les autres; si elles ne se réduisent 
pas alors à des identités, on sera conduit encore à l’incompatibilité. 

Si la valeur de 3 les vérifie toutes, le systeme ne pourra admettre 
que cette solution, et il suffira de la porter dans les équations 
F,=o,...,F,— 0 pour voir si elle est effectivement solution de ce 
système. 

Supposons donc qu’on puisse tirer 


Pi = fi (Pu+1s cs» Pns Lio: Cm, 3) 


Pu = fu(Pu+: ... s Pns Types Ins 3). 


Cherchons à former les conditions d'intégrabilité relative aux équa- 
tions d'ordre 2. 

Pis Pas +++» Py forment un ensemble canonique E; l’ensemble dé- 
rivé E’ sera composé de deux sortes de termes. 
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D’abord les termes 


072 . 
jx, dn; (t= 1,2, ...,p, J 1,9, .0 5p )s 


chacun de ceux pour lesquels on a i4/ pouvant être obtenu deux fois. 
Ensuite les termes 


((=1,2,..,%, A=I,...,n—p), 


qui ne pourront étre obtenus chacun qu’une seule fois. 
Les termes de l’ensemble e’, complémentaire de E’, seront de la 
forme 
O72 


Dann 3 un fer) 


On a immediatement 





O's df; + yt Of; 023 
OPurh 


Ox; Olu+k — dan Pu+n OZyurh OF pk 
en posant, pour abréger, 


d_9 |.) 0 
de, — 02,” dz 


L’expression ainsi obtenue ne contient que les dérivées du second 
ordre appartenant à e’ et que les dérivées du premier ordre apparte- 
nant ae. 

Les expressions des autres dérivées de E’ donneront des équations 
d’intégrabilité 


aft +> Of; 0?z _df; +> If; O's 
dx; OPurh OF; OX; OL y+h ds OPu+n ELITE 


Remplaçons-y les dérivées du second ordre qui y figurent par les 
expressions trouvées précédemment. Elle deviendra 


dx, + Qu dpe Of; fy + 2 fi of, O's 
Opurn dTy+h OPurr OPurk Ol p+nOTy+k 


on. Of; afi Of; Of: 0° 2 
dr, +2 OPu+h Pu+h dTu+h +2 D Op Pu+n OPu+k OXyurk OZyurh 
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Elle se réduira donc à 


Afı_ df; _ rn A; fi 
Op 


ua OPusn Axurn Pu+h Aryeh’ 
ce qu’on peut écrire 


ha | OP) dr) Op, “a 


c’est-à-dire, en adoptant une notation bien connue dans la théorie 
qui nous occupe, 


[pi— fis Pj—fi1=o. 


Nous constatons donc que : 


Les équations d’intégrabilité sont toujours du premier ordre. 


I] faudra y remplacer p; et p;, qui y figurent, respectivement par /; 
et /; et ajouter aux équations du système celles qui ne se réduiront 
pas à des identités. On cherchera à les résoudre par rapport à certaines 
des dérivées pu,1,...,P,3 Si l’on arrive à des équations ne contenant 
plus que z, x,,x,,...,æ,, ou bien il y a incompatibilité, ou bien le sys- 
tème proposé estintégré sans même faire une quadrature. Nous pouvons 
donc supposer que toutes les équations du premier ordre que l’on a 
actuellement sont résolues par rapport à des dérivées; on recommen- 
cera sur elles les mémes calculs, ct finalement on arrivera ou à voir 
Vincompatibilité, ou à avoir la valeur de s sans intégration, ou à un 
systeme de la forme 


Pi = fi; sey Pu = fus 
tel que toutes les équations 
Lpi—fi Pi—fi]=0 


en soient des conséquences algébriques. 


Le systeme 
Pi =f\ cosy Py = fu 


est alors la forme canonique du système proposé. 
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La forme canonique d’un système du premier ordre à une inconnue est 
toujours du premier ordre. 


Considérons en particulier des équations ne contenant pas l’incon- 


d s e a | . . e 
nue 5, les —— se réduiront aux -——; de sorte que les conditions d'in- 
dr) OL}, 


tégrabilité prendront la forme 
(pif Pi fn) = 95 


il n'y figurera que les dérivées p,,,,..., Pr; elles ne pourront pas être 
des conséquences algébriques des u équations du système; donc elles 
seront vérifiées identiquement, de sorte que : 


Un système où ne figure pas l'inconnue 3 est forcément en involution 
quand il est mis sous forme canonique. 


Dans le cas plus particulier encore où les équations, ne contenant 
pas z, sont linéaires et homogènes par rapport aux dérivées, on sait 
qu'en posant 

X; = Pi— fi 
les conditions 
(Pi— fi Pi — fs) = 
peuvent s écrire 
Xi(X;(5)) — X,(Xi(5)) = 0; 


donc: 


Un système ne contenant pas, et qui est lineaire et homogene par rap- 


port aux dérivées de 3, est forcément jacobien lorsqu'il est mis sous forme 
canonique. 


Théorémes généraux et méthodes d’intégration. 


4. Soit un systeme canonique 


Pi =f; (Py+ts .. 93 Pro Kı, Los .. -» Ln,Z), 


Pp = fy (Pp+t» es Pr Ly Lay + +9 Enı2). 
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L’ensemble canonique, par rapport auquel est résolu ce systeme, a 
pour indices 


Yo = Yı —- + += Ju-1 — 0; Yu —= I; Yurı ++ - = Yn-1 — 9% 


et, en outre, il n’y a pas d'équations auxiliaires. 

Si à ce système nous appliquons le théorème de Cauchy, généralisé 
pour les systèmes quelconques, nous obtiendrons la proposition sui- 
vante : 


Soit le système canonique du premier ordre à une inconnue et n va- 
riables 


Pp = Ju Puis es Par 33 Lis Tes s Ta) 


Sott 9 (Kurs...) une foncliondex,,,,...,æx, analytique en Kuren 


an. Designons par =°, Pasi ..., P, les valeurs de 9, Teen? ... a? en 
Kur ces Dye 

St les fonctions fi Pury s+» sPny3sL14+++10,), Où l'on considèrep,,,,...,p,, 
5, Lyy-+4, Ly, comme des variables indépendantes, sont analytiques en 
Pur ces Pav 29 Li vey Ly, Ul existe une intégrale et une seule, vérifiant le 
système, analytique en x\,...,X, et se réduisant à ®(æ,,,,...,æ,) pour 
Ti = Lire Ty = Ty. 


Ce théorème, qui est une conséquence immédiate d’un théorème 
extrêmement général relatif à des systèmes quelconques, résume tout 
ce qu’on peut dire de plus général à propos de l’existence des inté- 
grales des systèmes du premier ordre à une inconnue. 

Un théorème équivalent a été déjà démontré par Lie au moyen de la 
théorie générale des caractéristiques, et M. Goursat avait énoncé, dans 
le cas des équations ne contenant pas z, un théorème ayant exacte- 
ment la forme de celui que nous venons de donner, sans toutefois dé- 
montrer la convergence des développements, se bornant à considérer 
cette convergence comme conséquence du théorème de Lie ('). 


(1) Goursat, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, p. 179 et 243. 
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5. Nous savons que l'intégration d'un systeme canonique quel- 
conque se ramène à l'intégration successive de systèmes de M™ Ko- 
walewski ayant successivement 1, 2,...,n variables. 

Appliquons cette propriété générale à nos systèmes du premier 
ordre. 

Chaque systeme de M™ Kowalewski se réduira ici à une seule équa- 
tion qui sera du premier ordre, et nous n’en aurons que yp. 

Voici les équations qu'il faudra intégrer pour trouver l'intégrale 
dont l'existence vient d'être démontrée dans le paragraphe précédent. 
Soient Z,, Z:,..., Zu l'inconnue s et p — 1 inconnues auxiliaires. 

On commencera par chercher la fonction Z, des n — u. + 1 variables 


us Turis es Ds Satisfaisant à l'équation 











0 
Tire This Tu a) 


et se réduisant à 9 pour z, = 2 
On cherchera ensuite la fonction Z, , des n—w-+2 variables 
Tu Cure. Ly, Satisfaisant a l'équation 











Ol _ Mm, yt ; 
OLy—1 =fu-1 (Gee . dx, > Zu-1 x, ce ey Zu Zu-1n ... 7 zn). 
et se réduisant à Z, pour z,_, = 24. 
On peut remarquer que, l’equation précédente ne contenant pas 
dy 


Fn? on peut la considérer comme une équation ne contenant que les 
Tu 


n — „+1 variables æ,_,, Luss; ..., Lp 
On continuera ainsi, et en dernier lieu Z, sera l'intégrale de 


OL, + f ( OL 07: 9 Zi; Zu u; 2). 


or, Oayurı  OZn 


se réduisant, pour æ, = x", à Z:. 

Donc : 

L'intégration d'un système canonique de u. equations du premier 
ordre, à une inconnue et n variables, se ramène à l'intégration succes- 
sive de équations du premier ordre a une inconnue et an—u-+ı 
variables. 
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6. Soit le systeme canonique 
Pi — fi Pi = fs ety Pu = fu; 
faisons le changement de variables 
Ti = + Yi La = LS + YiYas un Tu = Ti + Yo 


et conservons les variables x,,,, ..., æ,. 
Nous aurons les formules 


ds 0s 09, , 0, 
Oy, 0x  0x,”! ox,” ’ 
05 _ 05 

dy; 0x," 

de Oxy?" 


Soient 9,, Ja. «++» Yn des dérivées de z par rapport aux nouvelles 
variables, et désignons par 


Yı (Zur +, In» Sy Vis Vor +5 Yur Cutis > +» En) 


la fonction /; dans laquelle on aurait remplacé p,,,,..., Pa par ques, «++ 
Ans Et Lys ..., 2, par leurs expressions, au moyen des y. Le systeme 


deviendra 
T1 — 07 + Ya Ve +. .. + Yu Yu 
I: =yYıl» 


Ce nouveau systeme est encore canonique, car, s’il ne l'était pas, il 
y aurait au moins une condition d’integrabilite 


X(Qu+ı» 2229 Jn» Dy Vis Yu Tu+ts oe ee Ln) =O, 


qui ne serait pas identiquement vérifiée ; et elle fournirait immediate- 
ment une relation 


X (Purıs ss Pny Sy Lys +) Ln) — O, 


non identiquement vérifiée, et qui aurait été obtenue en écrivant les 
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conditions d’intégrabilité du système primitif, ce qui est contraire aux 
hypothèses puisque ce système est canonique. 
Nous obtenons donc un système transformé qui est canonique et de 
la forme 
qi=9,, Je = Yıyı .... Qu =YıYya- 


I] est facile de simplifier son integration. En effet, soit Z, une inté- 
grale de la première équation, déterminée par sa fonction initiale 


Z2( Yar e+ +s Vus Lysis +++ Tu) 
pour y, =o. 

D'après nos principes généraux, nous savons que la condition neces- 
saire et suffisante pour que Z, soit une intégrale du système est que sa 
fonction initiale Z, vérifie toutes les autres équations dans lesquelles on 
aurait fail y, = 0. 

Dans le cas actuel, Z, devra donc vérifier les équations 


dy _ 4, a _, on _, 
Oy, Oy; Bu Oy, 


u 





De sorte que : 


Pour que Z, soit une intégrale du système, il faut et il suffit que sa 
fonction initiale Z, ne depende que de x,,,,..., Lp: 


En particulier, si l’on cherche l'intégrale du système primitif qui, 
pouræ, = 2), ..., Zu = xy, Se réduit à Œ(Æ£us1, .., ÆA), On cherchera 
l'intégrale Z, de l'équation 

07: 


—6,, 
Oy; ! 


qui, pour y, = 0, se réduit à9(æx,,,, .... æ,), et l’on y fera le chan- 
gement inverse de variables. En dernier lieu, on peut remarquer que 
l'équation 
qi=@: 
ne contient pas les dérivées de z par rapport aux variables yo, ..., Yu; 
de sorte que c’est, en réalité, une équation du premier ordre à 
n — +1 variables. 
D'où ce théorème : 


L'intégration d’un système canonique de p équations du premier 
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ordre à une inconnue et n variables peut toujours se ramener a l'inté- 
gration d’une équation unique du premier ordre et à n—p+1 va- 
riables. 

Théorème qui a été donné par Lie dans le cas des équations ne con- 
tenant pas 5. 


7. Plus particulièrement, considérons un système canonique formé 
de n équations, c’est-à-dire de la forme 


Pr = fi(3, Big very En) 


Pa=/n(3 Lis er, Ln). 


Il aura une intégrale générale dépendant d’une constante arbitraire 
qui sera la valeur de sen x°,..., x). | 
En lui appliquant le procédé précédent, on sera conduit à une 
équation 
5 =6,(3, N19 Ya +++, Ya); 
c'est une équation différentielle ordinaire, car on peut y considérer 
Yas + ++» Yn comme des constantes arbitraires et l’ecrire 


ds_ dy, 
8, 1 





Dans ce cas, l'intégration du système se ramène donc a l’intégration 
d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre. 


8. Intégration des systèmes jacobiens. — Soit un système jacobien 





Os 3 
ae 2! og = 

03 Oz 
Xu(2)= Inn rn =0. 


Appliquons-lui le théorème du n° 6, nous obtiendrons immédiate- 
ment : 


L'intégration d’un système jacobien se ramène à l'intégration d’une 
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équation unique de même forme que celles du système etan— p+ 
variables. 


Cette équation unique est, comme nous l'avons vu, l'équation qui 


= 
a) 


donne —— apres la transformation 





OY; 
Li = + Ny, Ta = LEVY a cy Ly = Th + JiYu- 
Soit 
Os Os 03 Os 
Y(3) = — —c¢, ——— — ¢, - —...— Cn-y —— = 03 
(2) Oy: Ixus ’ OL y+. FE OLn , 


son integration est équivalente a celle du système d’équations diffé- 
rentielles ordinaires 


dy; __ AXy+1 __ AXy+.2 Bu __ dr, . 


— I Ci Ce Cn-p 


Nous obtenons ainsi immediatement la methode et le resultat de 
Mayer. 


L'intégration d’un système jacobien de u. equations à n variables se 
ramene à l'intégration d'un systeme de n — u. équations différentielles 
ordinaires du premier ordre. 


Pour trouver effectivement la solution z du système proposé qui se 
réduit à E(Tusss -.., dr), pour 2, =æx, ..., x, =, il faudra cher- 
cher l'intégrale s de l'équation Y(s) = o qui, pour y, = 0, se réduit à 
D (Lyris ++) La), et y faire le changement inverse de variables. 

Plus simplement, à cause de la forme linéaire ct homogène des 
équations, il faudra former les intégrales Ÿ,, d,,...,4, , qui, en 
Ti. ..., Ly, se réduisent respectivement à æ,,,, ...,æ,. L'intégrale 
cherchée sera alors 

(41s Vas cs Yn-p)- 


D'ailleurs Ÿ,, d.,, ..., Uap considérées comme fonctions de y,, 
Yar seer Vus Durs ces Z, sont 2 — u intégrales de Y (3) — 0, qui se 
réduisent a x,,,, ..-.Z, pour y, =o. On les déduira de n — u. inté- 
grales quelconques et distinctes du système d'équations différentielles 
ordinaires, par le procédé de Mayer. 

Il est à peine utile de faire remarquer que le théorème sur l’exis- 
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tence de n— yp intégrales distinctes et le théorème de Mayer sur 
l'existence des n — wu intégrales se réduisant à æ,,,, ...,æx, ne sont 
que des cas très particuliers , et qu’il n’est même pas nécessaire 
d’enoncer explicitement, du théorème général du n° 4 et qu’en outre 
les propriétés générales énoncées dans le n° 5 conduisent immédiate- 
ment à l'intégration du systeme jacobien par systèmes successifs de 
n — u. équations différentielles ordinaires sans être obligé de faire le 
moindre changement de variables. 


9. Intégration des systèmes non linéaires par la methode de Jacobi ct 
Mayer. — Dans le cas des équations ne contenant pas 2, la méthode 
pourra s’exposer comme on le fait ordinairement parce que, dans ce 
cas, les systèmes en involution sont précisément nos systèmes cano- 
niques. 

I] n’en est plus de même quand les équations contiennent z, car nos 
systèmes canoniques ne sont pas en involution, et, en outre, nos sys- 
lemes canoniques sont toujours résolus par rapport à wu dérivées, 
tandis que les systèmes en involution sont toujours supposés résolus 
par rapport à 5 et uw — 1 dérivées. 

Avec les systèmes canoniques, nous allons pouvoir exposer la mé- 
thode sans distinguer les deux cas. 


On connait les identités 
[c, UJ=o, 


[U,U]l=o, 
[U, VI=—[V, U], 


U 
[U(a, B,...),V] => [x, U], 
| ‚ _ x DP(U,V) 
[U(z, 3,...), V(æ 8, ...)] => Da 3) [a, 3], 
[[U, VI w]+[[V, WI U] + [LW, 0), Vv] 
aU V ow 
= DE [W, V] + LU, W]+ 5 CV, U] 
PuÉORÈME. — Soit un système 


H, (Ps Pas ses Pas Sy Lis -- ey In)=0, 


Hyu( Pir Pas - Pe 39 Diy -+ +9 La) =O 
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tel que le déterminant fonctionnel 


D(H, Hy, ... Hp) 
= D (pi, P:3; .. Pu) 


ne soit pas identiquement nul et que toutes les équations 
[H;, Hx]= 0 
soient des conséquences algebriques des équations 
H, — 0, easy Hy =o. 
St des équalions proposées on lire, pour p,, Po» +-., Pu, des valeurs 


fi (Purıs ...g Pas Sy 2 ce ey Ln)» 


Su(lPurıs oo sg Pas #9 In ...J In) 
nannulant pas À, le système 


— f, =0, oe 09 Pp—fp=o 


est canonique. 


Les fonctions f vérifiant les équations H = o, on en déduit 








Ox; Op, On; ’ 
=ı 
k — 
0H, oH, Of r 
+ On, = , 


et, par conséquent, en multipliant la seconde par p; et ajoutant à la 














première, 
Me > 0H, Mf _ . 
dx; Op, dx, 95 
or, ona 
Af _ _ dx fs) 
dx, da; 
de sorte que 
k=U 
dH, __ \ OH, d(px — fx) (i 1.2 n) 
dp; _ OL; dx; on , 
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On trouve de méme 





BAI Ry 


k=p 
ou, OH, d(px— fr) A 
=z We Opi G 


et cette relation est évidente pour 7=1,2,..., pe, parce que fx ne 
contient aucun des termes p,, ..., pu. 
En écrivant des relations analogues pour Hg, formant 





(He, Ha) 





[en —fm Pe — fil. 


Cette égalité est une identité dans les conditions suivantes : 

[Hg, H] et les[p4 — fa, px — fu] sont des expressions qui, déve- 
loppées, contiennent p,, pz, ..., Py. Il faut supposer qu’on y a rem- 
placé p,, Pa» -.-, Py respectivement par fi, fy, -..,/,, et qu’on a fait 


oe 


de même dans les > et les SD C'est donc une identité en paris .... 


Par 35 Kur seen Lye 
Mais, dans ces conditions, les expressions [ Hg, H,] sont identique- 
ment nulles puisque, par hypothèse, les équations [H;, H,] = o sont 
des conséquences algébriques des équations H = o. 
Nous aurons donc les identités 


DE ln m Pe — fel =o» 


et l'on en déduira, par un raisonnement connu, que si A, où l’on a 
remplacé p,, ..., Pa par fir ..., fu» n'est pas nul identiquement, 
toutes les expressions 

[ra — fn Pe fs} 


telles qu'elles figurent dans nos identités, sont identiquement nulles. 
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Autrement dit, les équations 


Con — Im Pr — Sk) = 0 


se transforment en identités, en vertu des équations 
Pi —fi =, sey Pu-huh=9% 


c’est-a-dire en sont des conséquences algébriques. 
Le systeme 
Pi—f\ =, nn Pa — fu = 0 


est donc canonique. 

En particulier, si nous considérons des équations qui soient linéaires 
et homogènes par rapport aux dérivées et ne contiennent pas 3, les 
équations [H;, H;] = o deviendront 


H;(H,) — H,(H;) = 0, 


et nous aurons ainsi des systémes complets qui, par leur resolution, 
fournissent des systèmes jacobiens. 
Ceci posé, considérons un système canonique 


Pi—fi=0, sey Pu — fu= 9; 
et cherchons à déterminer une fonction . 
P(Pu+1 ses Pay dy Lis. > Tn) 


telle que, en résolvant le système 


Pi—/fi=0, wey Pu — fu =; O —0, 


par rapport à P,, Pas ..., Py et à une (up + 1)°% dérivée, on oblienne 
un système canonique. Il en sera certainement ainsi si toutes les 
équations 

[pPi—fi 9] =0 


sont des conséquences algébriques des équations p;-—/; = 0, c'est- 
a-dire si 9 vérifie le système linéaire et homogène à 227 — u +1 va- 
riables 

Xi(9) =| pi— fir 9| = 0 (€=1,2,...5p), 
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en convenant de représenter, en général, par 


H,, H,! 


ce que devient 
[H,, H,] 


quand on y remplace p,, p,, ..., Py respectivement par fi, far ..., fa. 
Je dis que le systeme formé par les équations X;(9) — o est com- 
plet, c’est-à-dire donne, par sa résolution, un système jacobien. 
Nous avons l'identité 


[Cri fe pa — fe 9] + [rx fe 9], 01 —Fi] + [PP — fil, pa — Sr] 


O(pi— — 
= toi fope Sel — PE tre fes 9] — PET U3, pi — fa 


- 
a 


Nous aurons encore une identité en y remplaçant p,, po, ++ +s Py par 
tis Sav «++» Ju. Voyons ce que deviennent, dans ces conditions, les 
différents termes. 

Par hypothèse, les trois [,] du second membre, deviennent respec- 


tivement 
0, tpe—fir|, 19. Pi—Sil, 
c'est-à-dire 
0, Xz(9), — Xi(¢). 


"Voyons ce que deviennent les trois premiers termes du premier 
membre. Nous remarquerons que les trois [, | 


[Pi— Sis Pe—S ae), Tpe—fu ol To, pi — Si] 


contiennent linéairement p,, p,, ..., Py, de sorte que l’on a certaine- 
ment, pour l’un quelconque des trois, une identité de la forme 


[,J=t,} +2, (pr; fr) 


les À ne contenant aucune des dérivées p,, p,, ..., Pu. Prenons le 
premier terme, on aura 


[Lei — Sis pa— Sn] 9] = [1P:— fo Pe — Sa 9 | + 2A 1, — fo 9) + 2 (Ps DDP]. 


On a ip; — fi px — Ja) = 0, parce que le système proposé est cano- 
nique. Il ne reste donc, dans le second membre, que les deux derniers 
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groupes de termes, et si l'on remplace p,, Pa» ..., Pu Par fi, Pas «+ +s fus 


le tout se réduit à 
22, X;(@). 


On aura de même 
[fs 9]; Pi—Si | = LEPa— fus 91, Pi—Si | +2);[pi—Sjs Pi fil + 2 (pj— SF) Pi fil. 
Ge terme se réduit, par le remplacement de p,, Po, ..., pu, a 


|Pa—S ks 9 pi fi 
c'est-à-dire à 
— X;(X;(9)). 


On verrait, de méme, que le troisieme terme du premicr membre 
se réduit a 
Xx (Xi(9)) 


N de sorte que, finalement, on obtient l'identité 


Ar: 


FUNK) — KK) = Xu) — Fx (9), 


ce qui démontre que les équations 
X4(Xi(0)) — X:(Xe(9)) = 0 


sont des combinaisons linéaires et homogènes des équations X;(9) = 0 
et, par conséquent, en sont des conséquences algébriques. 

En résolvant le systeme des équations X;(9) =o, on le mettra 
forcément sous forme de système jacobien, dont l’intégration se rame- 
nera à celle d'un systeme de 272 — wu équations différentielles ordi- 
naires. 

Connaissant une intégrale de ce système, on aura une fonction, 9 et 


la fonction 
9— dis 


où a, est une constante arbitraire, répondra encore à la question. 
De l'équation > — a, =o on tirera une dérivée p,,,, par exemple, 
| et l’on portera sa valeur dans fi, fo, ..., fy. On obtiendra ainsi un 
nouveau systeme canonique de m +1 équations contenant l'arbi- 
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traire a,, dont toutes les solutions seront solutions du système pri- 
mitif et sur lequel nous pourrons recommencer les mémes calculs. 
Finalement, nous arriverons à un système de la forme 


pı='b(3, VAE ..09 Tas Œis ee eg An-w)s 


Pa = Vil, Lis ee ey Lay Ayy wees An-y.)- 


Comme il a été expliqué au n° 7, son intégration sera ramenée à 
celle d’une équation différentielle ordinaire. Cette intégration intro- 
duira une nouvelle constante arbitraire a,_,,,, et l'on aura 


= = 6(x;, Los ces Lns js +++) An—py An—p+i)s 


qui sera une intégrale complete du système proposé. 

On peut remarquer que dans le cas des systèmes ne contenant pas =, 
les X,(9) = 0 forment un systeme jacobicn et que l'équation différen- 
tielle que l’on trouve à la fin s'intègre par une quadrature. 


10. Integration des systèmes non linéaires par la méthode de Lie. — 
Cette méthode est fondée sur le théoreme suivant, démontré au n° G : 


La recherche d'une intégrale complete d'un système canonique de 
u équations an variables se ramène à la recherche d'une intégrale com- 
plete d’une seule équation an — u. + 1 variables. 


On commencera par ramener le système canonique proposé à une 
équation unique 
Pi — fi =o. 
On cherchera ensuite une intégrale 5 de l'équation linéaire et ho- 
mogène 


le système 
P —f; =O, O9— GA, 


étant résolu, donnera un système canonique dont l'intégrale complete 
fournira une intégrale complète du système proposé. Ce nouveau sys- 
tème canonique se ramenera à une seule équation a(n —%+1)—2+1 
oun —  — 1 variables, qu'on pourra traiter de la même façon. Fina- 


| 
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lement, on sera ramené à une seule équation à une variable indépen- 
dante, c'est-à-dire à une équation différentielle ordinaire. 

On peut remarquer que la méthode de Lie, telle que nous venons de 
l’exposer, s'applique indifféremment aux équations contenant ou ne 
contenant pas 3, tandis qu’à la façon dont on l’expose ordinairement 
elle ne s'applique qu'aux équations ne contenant pas >. 


ll. Integration des systèmes linéaires par la méthode generale des 
caractéristiques. — La marche que nous suivons n’introduira aucun 
changement dans la méthode de Cauchy, c'est-à-dire pour l'intégration 
d'une équation unique. 

Dans le cas de l'intégration d’un système canonique formé de plu- 
sieurs équations, on peut considérablement simplifier l'exposition en 
ramenant au cas précédent au moyen du théorème général du n° 6. 

En effet, au moyen de ce théorème on ramène l'intégration à celle 
d'une équation unique an — u + 1 variables. Si, à cette équation, on 
applique la méthode de Cauchy, on est amené à intégrer complete- 
ment un systeme de 2(n — u + 1) équations différentielles ordinaires 
du premier ordre. On en connait déjà une intégrale premiere qui est 
le premier membre de l'équation considérée. On est donc ramené à 
intégrer complètement un système de 2n — 2% +1 équations diffé- 
rentielles ordinaires, et c’est bien le résultat fourni par la théorie 
des caractéristiques des systèmes d'équations du premier ordre, de 
sorte que : 


La theorie generale des caractéristiques d’un système d'équations du 


premier ordre nest pas distincte de la théorie des caractéristiques d’une 
seule équation. 


12. Integration des systèmes d'équations linéaires aux différentielles 
totales. — Soit un système d'équations aux différentielles totales 
dita, = bi dr, + bidr, +...+ brar,, 
AT rs = di dx, + bi dr: +...+ br dx,, 


+. = ee se 0... 00. 00... 9 


dTnru= bi dr; + bidxr,+...+ bi dx,. 
Aun. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. Avril 1897. 17 
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Il est équivalent au système d’équations aux dérivées partielles 

















OT + 1 _ b! Irazı ._ bh? OL yay IL bn 
Vr, ‘" Or, 1° u Or, + 

Oi y 42 p! OF yaa pt On ps —p" 
; — 0» ) — 0 oo }. = = Os 
se > 9 oe .o eve ee.g 9 eee. ee ow wo vg 

Or, at D! Or n+ U. b? dry + p n 
Ir, e Or, Br , dx, © 


qui donne les valeurs de toutes les dérivées du premicr ordre de 
toutes les inconnues en fonction des variables et de ces inconnues. 

Cherchons à le mettre sous forme canonique, il pourra se présenter 
deux cas. 

Ou bien les équations d’intégrabilité ne seront pas des conséquences 
des équations proposées, et alors elles se réduiront, en vertu de ces 
équations, à des équations ne contenant plus de dérivées, ce qui indi- 
quera l’incompatibilité ou au moins l'impossibilité de se donner arbi- 
trairement les valeurs en av, ..., x) de toutes les inconnues. 

Ou bien toutes ces équations d’integrabilite seront des consé- 
quences algébriques des équations proposées; alors le système, tel 
qu'il est donné, est sous forme canonique, et nous pouvons lui appli- 
quer le théorème de Cauchy, généralisé pour des systèmes quel- 
conques. Tous les ensembles canoniques, par rapport auxquels il est 
résolu, étant complets, un systeme d'intégrales sera complètement 
déterminé quand on se donnera les valeurs initiales en x, ..., æ° de 
toutes les inconnues. 

D'ailleurs, par un calcul connu, on trouve que les conditions néces- 
saires et suftisantes pour qué le système proposé soit canonique sont 


que, en posant 


Os i Os i Os 
Xj; (4 ) = oxi + ae + Un 


on ait toujours 
X,(54,) = X;( 54) (A =1,2,...,n; h=1,2,...,p), 
c'est-à-dire que le systeme 
X,(s) =0, 2 X,(s) =0 
soit jacobien. 
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Nous arrivons donc immédiatement au théorème de Bouquet : 


Pour que le système d'équations aux différentielles totales 


join 
| . 
dan = > bldx; 


j=1 


(1—=1,2,...,p), 


où les b! sont analytiques en x\,...,æ,,æ5,,,...,Æy,us possède un sys- 
téme, et un seul, d’integrales x,.,,...,æ,,, analytiques en x\,...,X, et 
se réduisant, en ce point, respectivement da Dis...) Toy ‚U faut et ul suffit 
que les coefficients bi verifient les identités 


X4(05) — X;(b;) = o. 


Pour faire l'intégration d’un tel systeme, nous ferons le changement 
de variables 


Ti = TL + Vis La LS + Yiÿa sey Tr = Tr + YiŸn; 


le nouveau système d'équations aux dérivées partielles sera de la forme 











OX n+ c! dTn+ — y ci O&n+ı — c” 
Oy; 1° d}'a +172 OY n = Sess 
OTn+s 1 OX n+2 __ N OF n+2 en 
OY: = 097 OY: I“ 9 OY n i‘ 9» 
soso... , soso soso 
OT n+p 1 OL n+p OFnsy 
— Y C , — C 9 
dy, dy, "À dy, 71 
Considérons le systeme 
Tn+: __ c! OLn+2 __L c! OT +p c! 
dy: — 1? dy: — 72? oy; pr 


qui peut étre intégré comme un systeme d’equations différentielles 


ordinaires. J! déterminera æ,,,,.. 


-» Try Quand on se donnera les 


fonctions de y,,..., y, auxquelles se réduisent les inconnues pour 


Y1 = 0: 





D'après une propriété générale, déjà utilisée au n° 6, il faut et il 
suffit, pour que les intégrales ainsi déterminées vérifient toutes les 
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autres équations du système, que leurs fonctions initiales 


P9lYa---Inl +. Qu(Ya---Yn) 


verifient toutes ces équations dans lesquelles on aurait fait y, = 0, 
c’est-a-dire 








on _ 9 _, 
OY» , 9 OYn ? 
99: _ 99: 

OY, ’ ’ OY n 9 
On _ pn _ 
dY: — 0, , Oyn 0, 


ce qui signifie que ces fonctions ¢ doivent être des constantes. 


13. En résumé, nous voyons que si, pour faire la théorie des sys- 
temes de premier ordre à une inconnue, au lieu de prendre comme 
point de départ le théorème de M™* Kowalevski et les formes en invo- 
lution, on part du théorème de Cauchy complètement généralisé et 
des formes canoniques, cette théorie acquiert beaucoup plus d’unite, 
puisqu'il n’y a plus à faire de distinction entre le cas où = figure dans 
les équations et le cas où 3 n'y figure pas et, en outre, les différentes 
méthodes d'intégration se présentent beaucoup plus simplement parce 
que les propriétés, sur lesquelles elles reposent, sont des conséquences 
immédiates des théorèmes généraux sur les systèmes différentiels. 

Ainsi présentée, la théorie de l'intégration des systèmes du premier 
ordre à une inconnue (surtout par la méthode de Jacobi et Mayer) 
apparait, non plus comme théorie isolée faite sur un cas particulier, 
où des artifices spéciaux permettent l'intégration, mais comme devant 
se rattacher à une théorie beaucoup plus générale conduisant sûrement 
à l'intégration, dans le cas de ces systèmes, mais pouvant y conduire 
aussi pour des systèmes de formes tout à fait différentes. 





| 


SUR 


LES OPERATIONS EN GENERAL 


ET LES 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE INFINI, 


Par M. C. BOURLET. 


C’est en recherchant quelles sont les propriétés de l’operation de 
la dérivation qui suffisent pour la caractériser que j'ai été amené à 
faire le travail qui va suivre. Un examen rapide de la question m'avait 
conduit à cette conclusion que les deux règles qui donnent les déri- 
vées d’une somme et d’un produit, jointes à une certaine condition 
de continuité, que je définis plus loin, suffisent pour caractériser la 
dérivation. J’ai été alors conduit, naturellement, à chercher à réduire 
ces deux conditions et à voir si l’une d'elles ne pourrait pas suffire. 
J'ai donc, d’abord, étudié les opérations continues, transformant une 
fonction régulière de 7 variables en une autre fonction des mêmes 
variables, qui sont telles que la transformée d’une somme soit la 
somme des transformées. J'ai ainsi trouvé que toutes celles qui sont 
uniformes rentrent dans le type général suivant. Soient w une fonction 
régulière des 7 variables x,, æ,, ..., x, et v la fonction transformée; 
on a la formule 


A — ; hit Ast... thn u 
1 za ... 04 > a ln IE DO) I? 
0,0,...,0 Kika. kn PER dr#: .. Ark 


où les coefficients a,,,,...., de la serie qui figure dans le second 
membre sont des fonctions données des rn variables æ,, x4, ..., æ,. 
En généralisant ensuite la question, j'ai vu que la détermination 
de toutes les opérations telles qu'il existe une relation donnée entre 
les transformées de deux fonctions arbitraires u et v ct la transformée 
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de z(u,v), T(x, y) étant une fonction également donnée, se ramenait, 
tres simplement, à la question que je venais de résoudre. Les résul- 
tats que j'ai obtenus présentent un certain intérêt philosophique, car 
ils montrent que toutes les opérations uniformes connues se ramenent, 
au fond, aux deux opérations suivantes répétées, alternativement, un 
nombre fini ou infini de fois : l’une est l'opération que je nomme 
fonctionnelle, qui consiste à substituer à une fonction quelconque u 
la fonction f(z), où f est le symbole d’une fonction bien détermi- 
née qui caractérise l’opération; l’autre est l’operation de la dérivation. 
Ainsi est mis en lumière, une fois de plus, le rôle prépondérant dans 
l'analyse de ces deux opérations. Pour ne citer ici qu'un exemple, je 
dirai que l'intégration et, plus généralement, la dérivation d'indice 
fractionnaire ou négatif, telle que l’a conçue Riemann, se ramenent à 
ces deux opérations fondamentales. 

L'importance du rôle des opérations que je nomme additives, c'est- 
a-dire de celles qui sont définies par l'égalité (1), étant mise en évi- 
dence, j'ai fait une étude plus approfondie des opérations de cette 
nature dans le cas d’une seule variable. Une opération additive uni- 
forme à une variable est telle que la transformée ¢ d'une fonction u 
est donnée par une égalité telle que 


du d'u d'u 
0 = Agu + ay 7, FA 77 eset an on Tees 


Ceci peut s’écrire, symboliquement, 


(2) ras(x, ia)" 


en posant 
JS (2, 3) = Ag+ AZ +923’+...+a,3”"+.... 


Cette fonction f(a, 2), qui caractérise l’operation, est ce que Jj'ap- 
pelle la fonction operative. Je signalerai, de suite, ce fait curieux, 
c'est que cette fonction n'est pas une fonction entière quelconque de la 
variable 3, mais qu'elle est toujours de genre o ou 1. Les propriétés de 
ce symbole opératif peuvent être tres utiles dans la théorie des équa- 
tions différentielles linéaires. J'en montre quelques applications et, 
en particulier, je signale un type d'équations différentielles linéaires 
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intégrables par des procédés élémentaires, que je crois nouveau. 

Le probleme de l'inversion d’une opération additive uniforme m'a 
conduit, tout naturellement, à celui de l'intégration des équations 
différentielles linéaires d'ordre infini. Si, en effet, dans l’égalité (2) 
précédente, on se donne ¢ et que l’on cherche u, on est amené à re- 
chercher l'intégrale d'une équation différentielle linéaire qui contient 
des dérivées de tous ordres. Ces équations peuvent se classer en trois 
catégories, suivant que le nombre des constantes arbitraires que con- 
tient l’intégrale générale est zero, un nombre fini ou infini. Le classe- 
ment des équations à coefficients constants est très facile, car le 
nombre des constantes arbitraires que contient l'intégrale générale est 
égal au nombre des zeros de la fonction operative. Je suis, d’ailleurs, 
arrivé à étendre ce théorème aux équations quelconques dans le cas où 
le nombre des zéros, en z, de la fonction operative f(x, z) est fint. 
quel que soit x. 

Pour éviter toute confusion, je me suis permis d'employer le mot 
nouveau éransmutation pour désigner une opération de la nature de 
celles que j'ai étudiées. Opération était un terme trop vague et qui se 
pretait mal à la formation de mots dérivés. La meilleure expression 
eût été celle de transformation; mais, comme elle est déjà employée 
dans un sens bien précis, j'ai cru devoir ne pas m'en servir. 


Je dis qu’on a défini une transmutation dès qu'on a donné un moyen 
de faire correspondre à toute fonction u, d’une variable x, régulière (') 
dans un certain domaine, une ou plusieurs fonctions de la même 
variable. Cette nouvelle fonction est ce que j'appelle la zransmuee de u 
et je la désignerai par un symbole tel que Gu ou quelque symbole 
analogue. 


(1) Je prends pour définition de la fonction régulière celle de MM. Méray, Weierstrass, 
Fuchs, etc. : « Une fonction de la variable x est dite régulière, dans le domaine de 
rayon p, autour du point x = zu, si elle est développable en une série ordonnée suivant 
les puissances croissantes de x — xo, pour toute valeur de x telle que l'on ait 


|x—2%o| <p.» 
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Üne transmutation est donc une opération fort générale qui peut 
se présenter sous des formes très variées. Ainsi, une substitution à 
une variable (changement de variable), la dérivation, l'intégration 
définie ou indéfinie sont des transmutations. 

Je donnerai le nom de transmutation fonctionnelle à toute trans- 
mutation définie de la façon suivante : « Soit f(z,æx) une fonction 
donnée des deux variables 3 et x, que j'appellerai la fonction qui sert 
de base à la transmutation; à toute fonction u, de la variable x, cor- 
respondra la fonction f(u, z) de la mème variable. » Il pourra arriver 
que la fonction qui sert de base ne dépende que d’une seule variable, 
soit 5, soit x. En particulier, dans ce dernier cas, la transmutation 
serait l'opération, évidemment peu intéressante, qui consisterait à 
faire correspondre à toute fonction u la méme fonction f(x). J'écar- 
terai toujours, dans la suite, ces transmutations exceptionnelles. 

Une transmutation sera dite continue si elle jouit de la propriété 
suivante : « Lorsqu'une fonction a une limite, la transmuée de cette 
fonction a une limite qui est la transmuée de la limite. » En d’autres 
termes, si une fonction u(x,h), dépendant d'un paramètre A, tend 
vers une certaine limite, lorsque À tend vers une certaine valeur, 
su(x,h)a aussi une limite, et l’on a 


lim[öu(z, h)] = E[limu(.sz, h)]. 


Remarquons, de suite, que, pour qu’une transmutation fonctionnelle 
soit continue, il faut et suffit que la fonction f(s, 2), qui lui sert de 
base, soit une fonction continue de s. 

Une transmutation sera dite régulière lorsque la transmuée de toute 
fonction régulière sera, en général, une fonction régulière. Ainsi, pour 
qu'une transmutation fonctionnelle soit régulière, il faut et il suffit que 
la fonction de base /(s, x) soit une fonction régulière des deux va- 
riables set x. 

Je ne m’occuperai, dans la suite, que des transmutations continues 
et régulières. 

Enfin, je dirai qu une transmutation est uniforme lorsqu'elle ne fait 
correspondre à toute fonction régulière u qu’une seule fonction trans- 
muée. 

Dans le cas contraire, la transmutation sera dite multiforme. Ainsi, 
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l'intégration indéfinie est une transmutation multiforme, tandis que 
l'intégration définie avec une limite inférieure donnée sera une trans- 
mutation uniforme. 


IT. 


On connait, depuis fort longtemps, des exemples de transmutations 
fonctionnelles définies par une relation entre les transmuées de deux 
fonctions quelconques et la transmuée de leur somme. Ainsi, trouver 
la transmutation fonctionnelle &, telle que l'on ait 


(2) C[u+v)=Cu+E6v, 


quelles que soient les fonctions u et ¢, revient à trouver une fonction 
S (2, x) telle que l’on ait 


f(ut+¢,r)=f(u,xr)+f(e, x). 


Or, on sait que la seule fonction continue de la variable s répondant 
a la question est 
J (%,2)= az, 

où a ne dépend pas de < et, par suite, est une fonction donnée de x. La 
seule transmutation fonctionnelle continue vérifiant la relation (2) est 
donc celle qui consiste à multiplier la fonction à transmuer par une 
fonction fixe de la méme variable. 

De même, la transmutation fonctionnelle qui a pour base a’, a étant 
une fonction de x, est la seule transmutation fonctionnelle continue 


qui vérifie la relation 
C(lu+r)=Cuce. 


D’une maniere plus generale, proposons-nous de trouver une transmu- 
tation fonctionnelle continue vérifiant la relation 


0) C(lu+v)=o[Eu,6r], 


où u et v sont deux fonctions arbitraires de la même variable et 9 une 
fonction donnée de deux variables. 

Il est d’abord aisé de se rendre compte que la fonction ¢ ne peut 
pas être quelconque. En effet, en permutant u et v dans la relation (3) 
et en égalant les deux valeurs de &(u + ¥), on voit que l’on doit avoir 

o[Eu, Gv] = o[ Ge, Gu]. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3* Serie. Tome XIV. — Avnit 1897. 18 
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Or, si la fonction 9 n’est pas symétrique, ceci n’est pas une identité 
et l'on peut résoudre par rapport à Gu ou &v. En particularisant la 
fonction v, on en conclurait que Gu serait, quelle que soit la fonction 
u, racine d’une certaine équation 


Y[ou,z]—=o. 


La transmutation & serait donc telle qu’elle ferait correspondre à toute 
fonction u la méme fonction ou un groupe bien déterminé de fonc- 
tions fives. De telles transmutations ne présentent évidemment aucun 
intérêt et nous les écarterons dorénavant. Il faut alors que & soit une 
fonction symetrique. 

Ce n’est pas tout. De la relation (3) on déduit, en désignant par « 
une nouvelle fonction arbitraire, les deux égalités suivantes 


C(u+v+w)—=o[Gu,o(Ge, Ew)], 
G(u+tv+w)—o[Ee, o(Eu,Ew)]. 


De là on conclut qu'on doit avoir, quelles que soient les trois fonc- 


tions u, ©, w, 
v[Gu,o(Gr,Gw)]—=p[Er, o( Gu, En)]. 


Si la fonction o[æx, o(y, 3)] des trois variables x, y, 3 n’est pas symé- 
trique par rapport à ces trois variables, cette égalité n’est pas une 
identité et, en particularisant les deux fonctions vet w, on en conclu- 
rait, comme tout à l'heure, que Gu est une fonction fixe. Si donc nous 
écartons toujours ces transmutations banales, il faut queo[x, o(y, 5)| 
soit une fonction symétrique de æ, y et s. 

Je dirai, pour abréger le langage, qu’une fonction e(x, y) des deux 
variables x et y est indéfiniment symétrique, si les fonctions suivantes 
px, y), o[z,o(y,3)], la, o(y,9(5,¢))], ... sont toutes des 
fonctions symétriques par rapport à toutes les variables qu’elles con- 
tiennent. 

En continuant le raisonnement qui précède, on voit aisément que : 
pour que la transmutation & définie par la relation (3) ne sou pas la 
transmutation banale qui fait correspondre à toute fonction une ou plu- 
sieurs fonctions déterminées, il faut que la fonction o(x, y) soit inde- 
finiment symétrique. 


er or eee oe = 


SUR LES OPÉRATIONS EN GÉNÉRAL, ETC. 139 


D'après la définition d’une fonction indéfiniment symétrique, il 
semble qu’une telle fonction doit satisfaire un nombre infini de con- 
ditions. Il n'en est heureusement rien, et cela résulte de la proposi- 
tion suivante : 


Tu£orexe I. — Pour qu'une fonction 9(x, y) sou indéfiniment syme- 
trique, il faut et il suffit quelle soit symétrique, ainsi que la fonction 


»[2,2(y,3)]- 


Soient, en effet, n variables x,, &,, 3, ..., æ, rangées par ordre 
d'indices croissants. Remplacons, dans 9(x,, x), & par (Xa, x5); 
dans la nouvelle fonction des trois variables x,, æ,, x, ainsi obtenue, 
remplaçons x, par 9(2;, x,); et ainsi de suite. Au bout den — 2 opé- 
rations, nous parviendrons à une fonction d(x,,æ,,æ,,...,æ,) des 
variables æ,, &, ..., ©, et il s’agit de montrer que cette fonction est 
symétrique par rapport à ses n variables. Or, d'après les hypothèses 
faites sur la fonction 9, on a 


[24-1 P( Lk Peos)| = OL Las P(Te-1s Less) ] 
et 


P(Ta-is Ln) = 9 (Lay T1). 


Il en résulte que la fonction d(x,,x,,...,æ,) ne change pas quand 
on permute deux variables consécutives. On en conclut, par un raison- 
nement bien connu, que cette fonction Ÿ ne change pas quand on 
permute les x variables d’une façon quelconque. 

De tout ce qui précède, on infere que la recherche de toutes les 
transmutations (fonctionnelles ou non) qui vérifient une relation de 
la forme (3) doit être précédée de celle de toutes les fonctions de 
deux variables indéfiniment symétriques. Cette question a été traitée 
par Abel (') et la conclusion de son Mémoire, qui est contenue dans 
l'énoncé du théorème qui suit, nous fournira, en même temps, la solu- 
tion du problème que je me suis posé au début de ce paragraphe. 
Voici cet énoncé : | 


THÉORÈME Il. — Lorsqu'une fonction o(x,y) est indéfiniment syme- 


(!) Voir ABEL, Œuvres, t. I, Mémoire VI, ou encore Journal de Crelle, t. 1; 1826. 
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trique, on peut trouver une fonction |, d'une seule variable, telle que la 
relation 
Ur, Y)1—=Y (x) + H(y) 


soit identiquement vérifiée. 


Cette proposition donne lieu aux deux remarques suivantes : 
1° On peut toujours supposer que la fonction Ÿ dépende d'une con- 
stante arbitraire; car, si a désigne une constante abstraite, et si l’on 
pose 
Yyıl!)=adlt), 
on aura évidemment aussi 
les) = he) + Wir). 


2° Il résulte aussi de la proposition d’Abel que l'on peut trouver 
une fonction 7(¢) d'une seule variable telle que l’on ait l'identité 


X19 (4% y)] = x12) x)5 
car il suffit, pour cela, de poser 
x (4) = ein, 


THÉORÈME III. —.o(a, y) étant une fonction indéfiniment symétrique, 
il existe toujours une infinite de transmutations fonctionnelles vérifiant 
la relation 
G(u+v)—o[G6u, Ge], 
quelles que soient les deux fonctions u et v de la même variable x. 
D’après le théorème d’Abel, il existe une fonction }(s) dépendant 
d’une constante arbitraire a, telle que l'on ait l'identité 


blo(z,yJ=$(z7)+ (y). 


Soit alors A(z) la fonction inverse de la fonction }(s) et wet» 
des fonctions arbitraires de x. Posons 


( Alu)=u', 
he) = o%. 


On a 
v[o(u', o)] = Yu) + Ye’), 


ge es a = 
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et Fon en conclut, puisque 
u — du), 
e=y(e'), 
pr, d(e)]] = «++; 
d'où enfin 
p(u +e) = ol ple), (y). 


Cette identité prouve que la transmutation fonctionnelle qui a pour 
base la fonction 4(z) vérifie la relation 


C(u+v)—o[üu,cv]. 


D'ailleurs, comme la fonction 4(z) dépend d’une constante arbi- 
traire a, on peut prendre, pour a, une fonction de æ, et il en résulte 
qu’il y a une infinité de transmutations fonctionnelles qui répondent 
à la question. | 

La détermination des transmutations fonctionnelles vérifiant la re- 
lation (3) revient donc à celle de la fonction }(z), et Abel a indiqué, 
dans son Mémoire, la marche à suivre pour trouver cette fonction. 


IT. 


Je dirai qu'une transmutation est additive lorsqu'elle vérifie la re- 
lation 
C(u+v)=tu+Cr, 


quelles que soient les deux fonctions wu et v de la même variable x. 

Les transmutations additives jouent un rôle prépondérant dans 
l'étude des transmutations qui vérifient une relation donnée. Cela ré- 
sulte de la proposition suivante : 


THÉORÈME IV. — (x, y) étant une fonction indéfiniment symétrique, 
la recherche de toutes les transmutations & qui verifient, quelles que 
soient les deux fonctions u et v, la relation 


(1) G[r(u,v)]—=o(Gu,Gv), 


où 9(x,¥) est une fonction donnée, se ramene à la recherche des trans- 
mutations additives. 
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On peut d'abord remarquer que, T(z, y) étant une fonction indéfi- 
niment symétrique, et si l’on écarte les mêmes transmutations ba- 
nales que tout à l'heure, o(x,y) doit être également une fonction 
indéfiniment symétrique. Il existe donc, d'après le théorème III, deux 
transmutations fonctionnelles A(u) et B(u) telles que l'on ait 


(2) A(u+v)=n[A(u),A(v)] 
et 
(3) B(u+v)—vo[B(u),B(r)]. 


Ceci posé, soient u et vy deux fonctions quelconques; posons 
u'—V(u), v= Vie), 
V(z) désignant la fonction inverse de A(z), on aura 
u=A(u'), v=A(e), 
et, par suite, la relation (1) devient 
G[r(A(u’), B(v'))] = e[GA(u’), GA(+')], 
ou, à cause de l'égalité (2), 
(4) GA(u'+v')—o[GA(u/), GA(v')]. 
Désignons, pour abréger, par Su la transmutation définie par l’éga- 
lité 
Su—GA(u), 


on aura 
Su=8V(u)=Su, 


et la relation (4) prendra la forme 
(5) s(wW + v)—o[Su', SV]. 
Désignons enfin par Au la transmutation définie par l’égalité 
Ru —4A(Su), 
4(z ) étant la fonction inverse de B(s), on aura 


(6) Su—B(Ru), 
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et la relation (5) devient enfin 

(7) B(A(u'+ 0')) = 9 [B(Ru’), B(Ao’)]. 
Or, à cause de l’égalité (3), cette dernière égalité s’écrit 
(8) B(R(u'+ 0')) = B(A(u') + A(o’)), 


ce qui entraine 
Ru +e')=HAu'+ Ke’. 


La transmutation Au est donc une transmutation additive. Or, 
comme 
&u—=SV(u)—=su, 


et que 

s“=B(Au'), 
on en conclut que 
(9) Gu=B(AV(u)). 


En résumé, pour trouver toutes les transmutations & vérifiant la rela- 
tion (1), il suffira, après avoir déterminé deux fonctions A(z) et B(z) 
vérifiant les relations (2) et (3), de trouver toutes les transmutations 
additives Au. Les transmutations cherchées seront alors donnees par 
l'égalité (9). 

Il est bon de remarquer ici qu'il n'est pas besoin de connaitre 
toutes les fonctions vérifiant les relations (2) et (3), mats qu'il suffit 
de connaître une fonction A(z) et une fonction B(3). 

Ainsi, par exemple, prenons la relation 


(10) C[lu+v)=Cucr; 
ICI 
A(z)=3, 
B(s) = e?; 


donc, toutes les transmutations vérifiant la relation (10) sont données 
par l'égalité 
Ru 
Gute , 


Ru étant une transmutation additive. 
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(11) E(uc)=— Sue. 


Dans ce cas, 


par suite, les transmutations vérifiant l’égalité (11) sont données par 


Al Lu] 


Cu—e 


Ru étant toujours additive. 

ll est bien clair que le théorème précédent ne comprend pas tous les 
cas de transmutations dont la recherche se ramène à celle des transmu- 
tations additives; mais il comprend la généralité des cas où il existe 
une relation entre Gu, Ge et la transmuce d’une certaine fonction 
composée de u et v. C'est ce but restreint que je me suis proposé 
d'atteindre. 

Par exemple, les transmutations définies par la relation suivante, 
qui ne rentre pas dans le type précédent, 


(12) C(ur)=utr+vEu 


se ramenent cependant aux transmutations additives. Cette relation 


s'écrit, en effet, 
C(uv) Gu Ge 
wu v 


Si l’on désigne alors par 8u la transmutation 


Gu 
Su — —; 
u 


on est ramené à trouver les transmutations su vérifiant la relation 
§(uv)=S8u+ $e, 
ce qui rentre dans le cas précédent. On a 
su=A(Lu), 


et, par suite, toutes les transmutations definies par la relation (12) 


= 


1 
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QT 


sont données par l'égalité 


CGuzur((u), 


où & est le symbole d’une transmutation additive et £ celui du loga- 
rithme népérien. 


IV. 


II nous reste donc, en derniere analyse, à trouver la forme géné- 
rale d’une transmutation additive. Je me bornerai, ce qui est assez 
naturel, à rechercher celles qui sont uniformes, continues et régu- 
lieres. 

Étant données deux transmutations & et &,, j'appelle produit de 
ces deux transmutations la transmutation &&, qui consiste à prendre 
d'abord la transmuée &,u, puis la transmuée &[é,u] du résultat. 
On peut évidemment définir ainsi le produit de plusieurs transmuta- 
tions et, lorsque toutes les transmutations sont identiques, on aura 


ainsi défini ce qu'on pourra appeler une puissance d'une transmuta- 
tion. Ainsi 
Gu —C[E(Cu)]. 


I] faut remarquer, de suite, qu'il n’est pas du tout certain que les 


facteurs d’un produit symbolique de transmutations sortent commuta- 


tifs. Nous verrons, en effet, plus loin, que, pour les transmutations 


additives, on a, en général, 


€(€,u) 4 6,(€u). 


Tneorene V. — Le product de plusieurs transmutations additives est 
une transmutation additive. 


Car, si & et &, sont des transmutations additives, ona 
CE, (u + v) =: G[G,u + ee] = ce, i + CEC. 


Le produit de deux transmutations additives donnant une transmu- 
tation additive, le théorème est général. 


COROLLAIRE. — Toutes les puissances d'une transmutation additive 
sont des transmutations additives. 


Ann. de L'Éc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Avril 1895. 19 
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De la proposition précédente il résulte encore que les transmutations 
additives forment un groupe. 


Tuéorèue VI. — La somme de deux transmutations additwes est une 
transmutation additive. 


Ceci est évident, car si l’on a 


C(u+e)=Cu +Cr 
et 
GG, (u+rv)z&,u+6,r, 
et, si l'on pose 
Su=Gu+,u, 
on a, en ajoutant les relations précédentes, 
S(u+e)=su+se. 
Tueoreme VII. — Dans toute transmutation additive, la transmuee de 
zero est égale a sero. 
Car si, dans la relation 
G(u+v)=—tu+ Ge, 
on faite = o, on en tire 
Cuz=tu+Go, 
d'où 
Co = o. 


Tneorene VIII. — Gu étant une transmutation additive, uniforme, 
continue et reguliere et C une constante arbitraire, on a 


G(Cu)=C&u. 
La proposition est évidente lorsque C est un nombre entier positif, 
car l'égalité 
C(u+u+u+...+u)=GCGu+tu+...+Cu 
donne 


E(mu)=meu. 


x , ..r ld 
En remplaçant, dans cette égalité, u par —, on en conclut 
© m 
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ef u——tpu= P eu. 
m m 


Ceci prouve le théoreme, lorsque C est positif et rationnel. La trans- 
mutation & étant, par hypothèse, continue, la proposition s’etend, 
immédiatement, au cas de C positif et irrationnel. Car, soit &, un 
nombre rationnel ayant pour limite le nombre irrationnel C, quand 
m croit indéfiniment; on a, &,, étant rationnel, 


E(anu)—=a,Cu 
et, à la limite, 


limé€(z,,4) = €[lim(2,,4)|] =lim[2,,€« |, 





c’est-à-dire 
C(Cu)=CEu. 


Enfin, de l'égalité 
G(Cu) + e(— Cu) = €(Cu —Cu)—=&to 0, 


on conclut 





&(— Cu) =— € (Cu) =— (eu, 


ce qui établit le théorème lorsque C est réel et négatif. 
La proposition est donc vraie lorsque C est un nombre réel quel- 
conque; il reste à la prouver lorsque C est imaginaire. Or, on a 


C(a+ bi)u = au + bEiu, 
puisque a et b sont réels; il reste donc à prouver que 


Ciu—=icu. 
Posons, à cet effet, 


+ | e 
Su—= Cu — zeu; 


nous definissons ainsi une transmutation qui est évidemment addi- 
tive, uniforme, continue et régulière comme Gu. Je dis que cette 
transmutation est identiquement nulle, c'est-à-dire que l'on a, quelle 


que soit la fonction u, 
suo. 
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S'il n'en était pas ainsi, on aurait 


» ° Fund rn ° ~ ° ı_ 
S(a+th)u=€Eau — 7 taiu + Cibu — -E(— bu) 
D 


Fand Te. . Q I_. 
za eue iu | is [eu = € | 
{ 


—(a—1b)Su. 


Lu 


Cette transmutation Su jouirait done de la propriété que 
S(Cu)=ÜSu, 


C’ etant le nombre imaginaire conjugué de C. Une telle transmutation 
additive, uniforme, continue et réguliere ne saurait exister sans étre 
identiquement nulle. On aurait, en effet, 

Pu(cth)—a(r Io, | 

S eee) = Fi [Su(r +h)— Su(r)], 


h’ étant le nombre imaginaire conjugué de A, et l'on en tirerait 


Su(r+h) 7, [Sa 
h a AY 





Or, A’ et A étant imaginaires conjugués, si l'on désigne par @ l'argu- 

ment de A, ona 
h' si 
_ = 67 IR 
h 

et, par suite, 


Su(r+h)—Su(xr) _ 
= 


h 





ulz+h)— "| 


Lorsque A tend vers zéro d'une façon arbutraire, la transmutation 
étant continue et u(x) désignant la dérivée de la fonction régulière 
u(r+h)—u(r) . . vr | 
u(r), 3 E run | a une limite qui estsu’ (x). Le facteur e”?‘* 
peut avoir telle limite qu'on voudra, de même forme, ou même ne pas 
avoir de limite, suivant la manière dont A tend vers zero; il en résulte 
oy Su(r+h)—Sut(r . . , 
que le quotient -— —— TU n'aurait pas de limite, que la fonc- 
ı 
tion transmuée su( x) ne serait régulière pour aucune valeur de x et, 
enfin, que la transmutation su ne serait pas régulière. 
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De tout ceci, il résulte que l'on a 


Pl. 
Su=tu—-Ctu = 0, 
L 


9 * . 
c'est-à-dire 
fia = itu, 


quelle que soit la fonction u. 
Ona donc bien 


E(a+bi)u=atu+betuz(a+ bi)Tu. 


V. 


EN 


Les propriétés que nous venons d’etablir, pour les transmutations 


additives, nous conduiront maintenant rapidement au but. 


Tueonene IX. — La seule transmutation additive, uniforme, continue 
et régulière telle que la transmuee de toute puissance entière et postlive 
de la variable x, y compris x° = ı, soit égale a zéro, est la transmuta- 


tion qui est identiquement nulle. 


La transmuée de tout polynome entier sera, en effet, égale à zéro, 


Car 
&[Aor" + Ar"! +. .. + À =: T + Am | 
= A Cr" + A Gav t+... + A,-,E20 + A, F1, 


et, puisque 





Cr =O" I=... Fras eizo, 
il en résulte que 
G[Aozt+ Asrm-i+., + Aye + À, ] — 0. 
Soit alors z une fonction régulière au voisinage de x = x, 
Wa Ay + er — Ly) + dr — ro) +... tal — ro)" +..., 


et posons 
Gm (x) = Ag+ a(x ~~ wy) ree et Am (T ~~ do)"; 


Gm(£) étant un polynome entier en x, on aura, quel que soit m, 


Con(x) = 0. 


- 
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Faisons croitre zn indéfiniment et l'on aura, puisque la transmuta- 
tion est continue, 


Gu zeé[limg,,(.7c)] = lim Eom(z) | = lim(o) = o. 
La transmuée de toute fonction régulière u est donc égale à sero. 


TuEonEME X. — Toute transmutation additwe, uniforme, continue et 
régulière est donnée par la formule 


Cll = hy + QU + au" +... + an Ul +..., 


OU Hoy Lis May ce Amy.» désignent des fonctions réguleres etu',u",..., 
u", ... les dérivées successwes de la fonction régulière u. 


Soit, en effet, &u une transmutation additive, uniforme, continue et 
régulière. Déterminons une fonction x, de x, telle que la difference 


CU — au 
s’annule pour «= 1. On devra avoir 
. ae 
Determinons ensuite une fonction «, telle que la difference 
Cu—aœu—au 
s'annule pour «= x, on aura 
| = ur=Cr— rc 


et l'on peut remarquer, de suite, que cette difference s’annule encore 
pour u = 1. 
De même, choisissons une fonction x, de façon que la difference 


u — u — a, u — %,u” 


s'annule pour «= x?, on aura 


ou 


+ & of «i 
a ‘ 
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et eette nouvelle différence s’annulera pour . 
ust, u—ı, u—= rt. 
En continuant de la sorte, on déterminera une suite infinie de fonc- 
LION Go, Lis Lay sers Lys + -., Ct Lon aura, en général, 


one . ~ 
(1) am = >] Ex" — rer" l)erer"t... Er"Ei!, 
un, Cae ... étant les coefficients binomiaux. 


Considérons alors la série 


Sua uta, + au +... +a, Ul Hr. 


pour toute fonction régulière u qui rend cette série convergente, cette 
égalité définit une transmutation additive, uniforme, continue et ré- 
gulière. D'après la manière même dont nous avons déterminé les: 
coefficients &,, &,, &,, ..., la transmutation 


. Cu—su 


est une transmutation additive, uniforme, régulière et continue, telle 
que les transmuées de 1, x, x°, ... de toutes les puissances entières 


[4 


et positives de-x soient -égales à zero. On-a-donc, identiquement, 


GCu—Su=o 


ou 
Cu su. 


, 


Donc, pour toute fonction régulière u, qui admet une transmuce zu et 
qui rend la sirie Su convergente, ona | 


Cu ay + a, + ase. ta OM +... 


Remarquons, de suite, que ld série su sera évidéminent conver- 
gente lorsque u est un polynomé entier et que la proposition précé- 
dente s’applique à tout polynome entier. 

Supposons, maintenant, qu'il existe une fonction u, régulière dans 
le voisinage de x = x, et qui admette une transmuée Gu sans que Su 
soit convergente. Soit 


UHR t+ a(x — Lo) +g (2 — ro) +... + Ay (LT — Lo)"+... 





~ 
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le développement de u, et posons 
On(T) = + ar — Lo) +... + Ay (iu ro)". 
3 (æ&) étant un polynoine entier, on aura 
CoOm(T) = SDm(T). 


Faisons croitre m indéfiniment, la transmutation & étant, par hy- 
pothese, continue, &?, (x) aura pour limite Gu, et i] en résulte que 
S2n(x) aura aussi une limite qui sera la même. On peut donc écrire, 


dans ce cas, 
Eu—=lim{Sso,(z)]. 


Donc, en résumé, on peut dire que dans tous les cas on a 
Cu=au+au HU” +... .+anmu")+..., 


avec celle précaution de convenir que, dans le cas où la série du second 
membre n'est pas convergente, mais où 89,(x) a cependant une limite, 
&u désigne cette limite. ' 
Désignons par @ (x), w, (X), w,(x), ... les transmuees de ı, r, 
x*,...; 1 résulte du théorème précédent que ta connaissance de ces 
fonctions suffit a caractériser la transmutation additive. Posons 


_ a a a 
Cu=au+ owt us... + Zum) se... 
1 2! m! 


De l’egalite (1) du théorème précédent il résulte que l’on a 
Ay = Woy A, = 0);— Faro, Gm — arm troy! 
d'une maniere générale, on aura 
Qn = Om —- Ch, Lom + Citons EC ant Ere ny, 
ce qui peut s’ecrire, d'une manière symbolique, 


am == (4) ~~ yin, 


a condition de remplacer, dans le développement de la puissance sym- 
bolique, les exposants des puissances de w (même dans la puissance 0) 
par des indices. 
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On peut donc écrire, symboliquement, 


_ u u” ulm) 
(2) Tu=wmu + (w— x)! + (w ae)" +. ..+ (0 — z)m) 





m 


Application I. — Toute substitution est une transmutation additive. 
Appliquons 4 cette transmutation le théoreme précédent. 

Soit w(a) la fonction qu’on substitue à x dans la fonction u(x). 
On aura ici 


Git, Gr—w(z), er [w(z)]?, Ley Ear" — [w(x)]". 


Dans la formule (2), les puissances symboliques se transforment 
en véritables puissances et l’on a, par suite, 


(3) u(w(2)) = Cus u + (ot) — 2) + (ue) — 2) ++ (ole) a) ET 


Cette formule se déduirait d’ailleurs, très simplement, de la for- 
mule de Taylor. 


Application 11. — D'après Riemann (‘), la généralisation de la no- 
tion de dérivée, étendue à des dérivées d'indices fractionnaires et né- 
gatifs (un peu particularisée de façon à la rendre uniforme), conduit 
à poser 


. (mm +1) 
a =) __ NT 7 gm 
zD2u — An Fon n°” 
=0 


le développement de u étant 


UW Ag tA, 2+... + Ant" tt... 


La dérivée Du (x entier, fractionnaire, positif ou négatif) est une 
transmuée additive à laquelle nous pouvons appliquer le théorème X. 
Ici, on a 
T(m -+ ı) 


um(2)= I(m+ı—a) us 


(1) Voir Œuvres complètes, édit. WEBER et DEDEKIND, p. 331-344; ou J. HADAMARD, 
Thése de Doctorat, p. 55 et 56. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Avaiz 1897. 20 


+ cece 
m | 
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T étant, comme d'ordinaire, le symbole de la fonction eulerienne de 


- ; , (m) | 
deuxième espèce. Le coefficient de + dans le développement sera 


donc 
ma T(m +1) , T(m) , Tim—i) . Tu) 
7 Lemay CA Rm ay + OR za) — AHO" EG | 


ce qui, en tenant compte de l’égalité 


T(m+1—a)=(m—a)(m—a—i1)(m—a—a2)...(1—a)P(1— ax), 


s'écrit 
m(M—i—a@)(m—2—ax)...(1—a«)(—a) „_a 
(=) T'(m+1— a) 7 
On arrive donc à la formule suivante, applicable pour toutes les 
valeurs de a, 


LS S(a—m+i)(a—m+2)...(æ—1)a um 
a — m—Q _ 
(4) Deu= Fama)“ t F(m+i— a) = m! 
m=i 


Lorsque « n’est pas un entier positif, aucun des dénominateurs 
n’est infiniment grand, et l’on peut écrire ceci sous la forme plus 
simple 

a gms 


Sy — 1 . m m 
(5) Dea = pp 2 (0) a—m m! um, 








à condition de poser 
of —1 et ul) — uy, 


Ainsi, pour « = —1,o0na 
— 1 (m 
D; ef ede = DC "a ), 


Plus généralement, p intégrations successives, avec o pour limite infé- 
rieure, donnent 


zm+p 
-p (m) 
Du p- Gl reo "aap m! oo 
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Application Ill. — M. J. Hadamard, dans sa These (p. 58), examine 
les transmutations définies par l’egalite 


Gu(r)= f v(t)u(txr) dt, 


“0 


où v(2) est une fonction régulière donnée et où l’intégration est effec- 
tuée le long de l'axe réel des x. 
Cette transmutation est additive, et l’on a ici 


1 1 N 
= f v(t) dt, o=e | tv(t) dt, un on ar | t™ y(t) de. 
0 0 0 


. (m) , 
Le coefficient de ET dans le developpement de la transmutation 


est donc ict 


am few cs f° m-o(t)dt +... + (ay f 


= an | (¢—1)™¢(¢t) dt. 


1 


nae] 


On a donc 


um) fr! 


Gu — 2” (¢—1)™o(t) dt. 
mo 


Le développement de D£u n’est qu'un cas particulier de celui-ci, 
car on a, lorsque « n’est pas un entier positif, 


1 
apa,— _ 1 __ pat 
x Dzu= pe at (1— ¢)-*-lu(tx) dt. 


Il suffit donc de prendre 
e(4)=(1— ty" 


et l’on retrouve le développement (5) précédent. 


VI. 


L’expression générale d’une transmutation additive peut étre mise 
sous une autre forme, qui est souvent utile. 
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Soit 

Gu au + Tu + Sul... + um... 

OÙ Gy, A,, Ay, ss Am, ... sont des fonctions régulières données de la 


variable x. D’après une proposition de Cauchy bien connue, on a 





u(@) =—— ME) as, 
ceo: 
’ _ 1 u(z) 
u'(æ) = air J, Ga dz, 
ul™) (a) = m! u(z) dz; 


toutes ces intégrales étant prises le long d’un contour fermé C, à l'in- 


térieur duquel la fonction u(s) est régulière et entourant le point 
3 X. 





Posons 
a a 
S,uzau+ur...+ 2 utn) 
m ° 1 + rn ? 
on aura 
1 u(z) I 
S,u— — x, —— | dz 
7 lem 5) ’ 
en posant 


Am . 
( s— x)" 





bm (2, — ) = 00 + — +...4 
mr) TE ge 


Faisons croitre m indéfiniment; on aura évidemment, pour toute 
fonction u(x) rendant la serie Gu convergente, 


(1) cute) stim! (oe on (a ty) dif 


Il y a évidemment un cas tres intéressant : c’est celui où, quand 
m croit indéfiniment, 
\ I 
bm (#5) 


engendre une série convergente. Soit, dans ce cas, 





a, as 
x Ss == — — + — +... 
VC, 5) eo" s—- x (3—x} 
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cette serie, on aura 


(2) Gu — —— al h(x, 3) ds. 





gain 


Il ne faudrait pas croire que toutes les transmutations additives, 
uniformes, continues seront definies par une relation de la forme (2). 
Il peut exister des transmutations telles que la série (x, 3) ne soit 
pas convergente et cependant pour lesquelles, en choisissant convena- 
blement la fonction u, il existe une limite pour le second membre de 
l'égalité (1). Ainsi, des que u(z) est un polynome entier, il ya tou- 
jours une limite, car les intégrales 


u(z).ax 
Jess 


sont toutes nulles des que A est supérieur au degré du polynome u(z). 
Par exemple, la transmutation 


u u" u” um) 
GuU=- — + — + —-+.. + — +... 
I 2 3 m 
est de ce genre, car la série 
1! al (m — ı)! 
r,s) = = — ... —— 
Ya 2)= Goa? Goa + Goa) 


n'est jamais convergente, quel que soit s. Cependant cette transmuta- 
tion fournit une transmuée pour un grand nombre de fonctions, quoi- 
que pas pour toutes les fonctions régulières. 

Si, dans la formule (2), on prend pour (x, z) une fonction régu- 
liere de 3 dans tout l’intérieur de C, on a 


Cu= (2, 2r).u(z), 


et l’on obtient l’unique transmutation additive fonctionnelle, qui con- 
siste à multiplier la fonction u par une fonction fixe. 
Prenons encore, comme exemple, 


22 — ZT 
— w(x) 


(zx, 3) — 5 
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le contour C étant choisi de façon à envelopper le point w(x), on 


aura 
= u(3) s— ulw 
“us ir (= oa) u[w(æx)], 


et l’on retrouve la substitution de w(x) à x. 

L'intérêt spécial que présentent les transmutations de la forme (2) 
est qu elles fournissent une transmuée pour toute fonction u régulière 
dans un certain domaine. Ceci résulte du théorème important que 
VOICI : 

THÉORÈME XI. — La condition nécessaire et suffisante pour que la 
transmutation 


a a a 
Gu = au + RU + Ut + ne + 


2! 


fournisse une transmuée pour toute fonction u régulière dans un domaine 
de rayon p autour du point x, est que la série 


a a 
——"—, +...4+ + 
(s— 2) 


(x, 3) = ay + —— + (z— x)" 


sout convergente pour toute valeur de z telle que 
|3s—x|=p. 


1° La condition est nécessaire. Supposons, en effet, que la trans- 
mutation & fournisse une transmuée pour toute fonction régulière à 
l’intérieur du domaine de rayon p autour de x, elle devra, en parti- 


— où 3 désigne un para- 





culier, en fournir une pour la fonction - 
mètre, lorsque |z — æ| = p. Or, pour cette fonction, on a 








I , I m! 
= uU ZZ ——————— . ulm) — — ——_ . 
“ s— x (2 — x)? ? (z — z)m+!? 
la serie 
I Ay a; Am 
& _.— Ts . wer) + . 
(5) s-2 (s—a) + Goa + 


et, par suite, 


Ye 2) =(2—2)€ (=) 
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devra être convergente pour toute valeur de z telle que 


|[s—xz| = p. 


2° La condition est suffisante. Car si elle est remplie, la série (a, 3) 
sera convergente sur le cercle C décrit de x comme centre avec p pour 
rayon; si la fonction u(z) est régulière dans ce cercle, on pourra, 
pans la formule (2), prendre le cercle C comme contour d’integra- 
tion et toute fonction u(z), régulière dans C, aura une transmuée 
donnée par l'égalité 


I ul Zs 
Gu = — ( 
21H cc? —T 





Y(x, 3) ds. 


Je dirai, dorénavant, qu'une transmutation est complète dans un 
domaine de rayon p autour du point x, si elle définit une transmuéc 
pour toute fonction u régulière dans ce domaine. Le théorème précé- 
dent donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit 
ainsi. 

Dans le cas spécial des transmutations à coefficients constants, c’est- 
a-dire dans lesquelles les coefficients a,, a,, a,, ... sont des con- 
stantes, il est bon de remarquer que, si la transmutation est complete 
dans un certain domaine de rayon p, elle est complète dans tout autre 
domaine de même rayon. On peut, alors, énoncer le théorème XI de 
la façon suivante : 


Pour qu'une transmutation additive, a coefficients constants, 
a a 
GCu=au+—u+...+ Tal... 
I m! 
sow complète dans tout domaine de rayon p, il faut et ul suffit que la 
série 
(r)=@+ar+ a+... +asr"+... 


sou conver gente pour toute valeur de r dont le module est égal a a 


Dans la suite, nous ne nous occuperons plus que des transmutations 
completes, les seules vraiment intéressantes. 
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Exemple. — Appliquons ce qui précède à la transmutation 


” 2 
[ude stu — Fur w-. 23 
J I | 3! 
ona 
x x? x 
bys) = (8-2) | at oa | 


La série entre crochets est convergente si 
[s—a2|> [2]; 


donc, si l’on prend pour le contour C un cercle de centre x tel que 
l'origine O soit à l’intérieur, on a 





Va = (sat | 


» à 
I 3 
udx = —- I u(3). ds. 
f sat, (+) || 


VIT. 


et, par suite, 





J'introduirai, maintenant, une notation nouvelle pour désigner une 
transmutation additive, notation qui nous rendra de grands services. 
Toute transmutation additive, à une variable, est de la forme 
a du a du a, d'u 


CGu—=au — — — ——— a — 4 
ur TE FSI dus TT nl dan 





Ceci peut s’écrire, symboliquement, 





Cu d La À An d" 
eu a+ + 1 % a! de t'aide a 


ou, en posant 


a a a 
f(2,3) = ao + s+ tt — 34 ..., 


ni 
d 
eu f(z, 7) u 
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La fonction f(x, =) de la variable s, régulière au voisinage de s = 0, 
est ce que j'appellerai la fonction operative de la transmutation. Des 
qu’on connait cette fonction, la transmutation est parfaitement dé- 
finie. 

Ainsi, par exemple, la fonction opérative du changement de x en 


w(x) est 
f(x, 5) = ent); 


elle est de la forme ef, g étant une fonction de x. 
D'ailleurs, réciproquement, lorsque la fonction opérative est e$*, la 
transmutation n’est autre chose que la substitution de x + ga x. 
Avant d'établir les propriétés de ce symbole opératif, nous démon- 
trerons le théoreme capital suivant, qui restreint la forme de cette 
fonction : 


Tntoréme AIT. — La fonction operative d'une transmutation addi- 
tive, uniforme, continue et régultére, qui est complete dans un certain 
domaine autour du point x, est, pour cette valeur de x, une fonction 
transcendante entière, de la variable z, de genre 1 ou vo. 


Soit, en effet, 


a a 
J (2,5) = @+ —5+ — 


S+...+ a tee. 


la fonction operative d'une telle transmutation. 
D'après le théorème XI, la série 


Ag t+ as + ds +... + ays" +... 


sera convergente pour 


p étant le rayon du domaine de régularité autour du point x. 

Il en résulte d’abord que la serie f(x, 5) est convergente pour 
toule valeur de 3 et, par suite, que f(x, =) est une fonction transcen- 
dante entière. 

En second lieu, on en conclut que, si l’on désigne par e un nombre 

Ann. de l'Ec. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Mat 1897. 21 
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positif, d’ailleurs aussi petit qu’on voudra, on a, pour m suffisamment 
grand, 


ot <i, 
(o +6)” 
par suite, 
Am| (ote 
mi m! 


Soit, d’autre part, n un nombre positif quelconque, on aura, pour 


m suffisamment grand, 
(o+e)™<(ml)r, 


et, enfin, 
or 
m! (mat) 


Cela étant, rappelons le beau théorème que voici, démontré par 
M. Hadamard ('): 


« St, dans une série entière en 3, le coefficient de 3” finit par rester 


moindre que 
I 





1? 


(mt) 
la fonction est de genre moindre que i, lorsque À n'est pas entier. 


Or, ici, le coefficient est plus petit en valeur absolue que 


(my 


ona donc 


et, comme n est un nombre positif arbitraire, aussi petit qu'on voudra, 
la fonction f(x, z) est nécessairement de genre ı ou 0. 


(1) J. Hapamann, Étude sur les propriétés des fonctions entières, etc. (Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées, 4° série, t. IX, p. 172; 1893). 


Oe ae à 
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Le symbole opératif f(x, =) jouit de propriétés semblables à celles 
des symboles opératifs analogues dont on se sert depuis longtemps 
pour désigner le premier membre d’une équation différentielle li- 
neaire. 

Je me contente de les enumerer. 

1 wet» étant deux fonctions quelconques, on a 


d * d d 
(1) 16 iz) (u+e) =S (x, ii) u + f(x, 2) ". 
C'est la traduction du fait que la transmutation est additive. 
99 . 
d cd 
(2) f(x, 52) Cu=t.s(2 à) u, 


C étant une constante arbitraire. 

3° Désignons par f’(z,3), f'(x,z), ... les dérivées partielles de 
/(x,5) par rapport à 3. 

De la formule de Leibnitz, bien connue, qui donne la dérivée mime 
d’un produit, on déduit alors celle-ci 


| d Bu _ a vf d wo d 
(3) Ye)" es )ur ey (a g)e+ Tal (ur 
en). d_ 
_—__ fin) __ 
+ nl fi (eg). 


qui s'applique aussi dans le cas où /(x, 3) est un polynome en 3 et 
est, comme on sait, d’une grande utilité dans l'étude des équations 
différentielles linéaires. 

4° De la formule (3) on déduit aisément la formule qui fournit la 
fonction operative du produit de deux transmutations. 

Soient, en effet, 


d 
Cu=f(, 7 )u 


G,u — d\,— r (n) 
au plz, U— Akt a+ a +... + a, UM +... 
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deux transmutations, on a 


d | 
eLeu]= ff 7) [nu true! + Ru’ +... + a,ul+...] 





d dx 
d\ , dx, d\ , 1d'%./ d\, 
+ ai /(r i) u +E (er) u +37 drt 2.4) lt +t... 
d 





Soit (x, =) la fonction operative de la transmutation €[¢,u], on 
aura donc 


d 1 dia 
Y(t, 5) = a f(x, 5) + 2e Er 2) + oi dr PS (as) +. 
d 1 da, 0° 
+a, sf(2,5) +4 Te: = f(x,5)+ Tr 5 HFC te. 
d "x , 0° 
+2 /(r,3)+ 7, I: 0 pans TR a (443) +... 
as a eee ee EE ’ 


ce qui donne enfin 
1 d"o of 


do of 
PE nl 0x" Qs” 


19e a 
vis) = 9( 4, 5)-f (2,5) + 55 +o gai de 


iS 


Designons p(x, 3) par 
Lf. 9] (æ, 5) 


on aura, finalement, la formule suivante pour le produit symbolique 
des deux transmutations f et 9, en commençant par 9, 


_ d9 uf, 1 do df 1 d"o af 
Net at ont dst tt ni an os 


On aurait, de méme, 


\ NN _ ® 1 do of a 
(5) Le-S](* 2) = eS + a7 z 21 Pi Oxi DT Al os" ox 
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Ces formules (4) et (5) pourraient elles-mêmes s’ecrire symboli- 
quement 


(4) Velden: x)e=e(et ds) 
et 
(5) Nase + 52) 9=0(m e+ ge) 


On obtient donc [f. 9] (x, z) en prenant la transmuée de 9, considérée 
comme fonction de æ, dans la transmutation dont la fonction opérative 
est /(x,3+!); ou en prenant la transmuée de /, considérée comme 


fonction de zs, dans la transmutation dont la fonction opérative est 
0 


. 0 
g(x + 1,2), 1 étant le symbole opératoire — ou —. 
Les formules précédentes peuvent évidemment s'appliquer aux cas 
où les fonctions / et 9 sont des polynomes entiers en 3, c’est-à-dire 
aux premiers membres d'équations différentielles linéaires. 
Les relations (4) et (5) nous montrent, de suite, qu’en général 


[SH], 3) ÆT9./]1(x, 3) 


et, par suite, que, dans le cas général, l'opération de la multiplication 
de deux transmutations additives n'est pas commutative. 

Dans le cas particulier des transmutations additives @ coefficients 
constants, les relations (4) et (5) deviennent 


[fo] (5) =L9-/] (4) =/(2) 0(5). 
Donc : 


Le produit de deux transmutations additives, uniformes, a coefficients 
constants, est une transmutation additwe, uniforme, a coefficients con- 
stants, dont la fonction operative est le produit des fonctions operatives 
des deux transmutations. | 

Le produit de deux transmutations additives, uniformes, à coeffi- 
cients constants, est commutatif. 


166 C. BOURLET. 


VII. 


Pour montrer, de suite, l'utilité de la notation précédente, j'en 
ferai quelques applications aux équations differentielles linéaires. 


Application I. -- M. Floquet (') a nommé facteur primaire symbo- 


lique une opération de la forme + — a, c'est-à-dire une opération 


dont la fonction opérative est un binome du premier degré s — a. 
Appliquons les formules (4) et (5) à la formation du produit sym- 
bolique de deux facteurs primaires. On aura 


db 
[(s —a).(s— b)] = (s—a)(s—b)— Ta 


T 


et 


[(s — b).(s —a)] =(s —a)(s— 6) — ce. 


Pour que le produit symbolique des deux facteurs primaires soit 
commutatif, il faut donc et il suffit que l’on ait 


c'est-à-dire que la différence a — b soit constante. 
On retrouve la condition donnée par M. Floquet (?). 


Application II. — Cherchons la condition pour qu'une équation 
différentielle linéaire, homogène, donnée 


dr u 


d du 
J\r,— ju=au+a—+...+a, —— 
dr, dx dr" 


=o0, 
de degré m, admette une intégrale donnée v. 
Posons 


(1) Foir G. Froquet, Théorie des équations diférentielles linéaires (Annales de 
l’École Normale supérieure. 2° série, t. Il; 1879. — Supplément, p. 79). 
(?) Loe. cit., Supplément, p. 104. 


fs) 


O 
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il faut, alors, et il suffit qu'on puisse trouver une fonction o(.2z, 5), 
transcendante entière de genre 1 ou o, en 5, telle que l’on ait 


J(2,s)=[|9.(5—)], 
c’est-à-dire 


(1) f(a, 5) = (3 w)gla, 5) — 42 2% ro dt aM" 


dr Os aa (m—1)! dxr"-! ag! ~ 
Si l’on cherche à déterminer un polynome de degré m — 1 
o(r, 3) — Ay + a, 3 + A3 3? +. . .+ Knast, 


on aura, en identifiant les deux membres de l'égalité (1), m + ı équa- 
tions du premier degré pour déterminer les m coefficients a, &s ..., 
äm_,. En égalant à zéro le déterminant du système, on trouve que w 
satisfait à l'équation différentielle d'ordre m — 1 suivante : 








dn) ı do 1 da) ! din 
Tr sldzt Fam essen mon dem Ay 
ds) 1 do | ! dn-24, 
G) dr 2! dx? sr... (m— 3)! dem-: a; 
do) I dr 3 
— 2 (A dz due wee eee eens (ma) dans ala, 
0 3 Be ernennen tne Bla, 
. (m— 4)! der 
O o ... “—(m—1) (à (m — ı)!a.-ı 
o 0 wee o — m mia» 


qui est une équation différentielle d'ordre m — 1, mais non linéaire. 
On retrouve ainsi le résultat bien connu qu’on peut ramener l’intégra- 
tion d’une équation différentielle linéaire d'ordre m à celle d'une 
équation d'ordre m — 1 non linéaire. 

Mais le procédé qui résulte de ce qui précède parait plus général, 
car, lorsqu'on reste dans les équations différentielles d'ordre fini, il 
faut trouver toujours pour 9 un polyrome, tandis que nous voyons, 
par ce qui précède, qu'il suffirait de connaître une intégrale quel- 


= O0, 
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conque 9(x, =), de l’équation (1), de genre ı ou o, en s, pour pouvoir 
affirmer que l'équation 
d 
f(x i) “=o 


u — efwdz, 


admet pour intégrale 


Application III. — Étant donnée une équation différentielle d'ordre m, 
linéaire et homogene, 


Hod) =» 


dans laquelle le polynome opératif f(x, z) est un polynome entier en 
3 — kx, à coefficients constants, 


f(æ,3)—A5(5— Kkr)"+A,(z—-kz)mi+.. +A,_,(5:—Kr)+A,, 


k étant une constante, si l’on pose 











— ] o oO o oo oO Ao 
ka — 1 o 0 o A, 
A(m —1) ka — 17 Oo 00 oO A, 
O K(m—2) ka —ı O0 oO oO A, 
A(a)= | , 
o O o o ww. 2k ka —1 Am: 
O o o 0 ... o k ka An 
et si a est une racine d'ordre de multiplicité p de l’equation 
A(a)=0, 
l'équation différentielle admet les p intégrales 
Atr+ait k (r+ 00° k (r4-@)? k(r+2) 
et , (r+a)e ? , (æ+a)'e ? , ..., (r+a)r-le ? 


Cherchons, en effet, à déterminer une constante x et un polynome 
entier Q(z — kx), en 3 — kz, tels que l’on ait 


[Q(:—4x).(s— (x +a))]= f(x, 2). 
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On devra avoir 


Q(s—Ax)(s —4(z+a)) — kQ'(3—4kx) = f(x, 5). 


Posons 
s—Kx=t, 


et l’on est amené à déterminer le polynome Q(:) tel que 

(2) (¢— ka) Q(t) —kKQ'(e) = Agd™ + Aye™ 1+... + Am-it + Am- 

Q(:) sera évidemment de degré m — 1; soit 
QO(t)=B,t”-!+B,t”?+...+ Ba-ıt + Bu-ı- 


Identifions les deux membres de l’egalite (2), nous obtiendrons 
m + 1 équations du premier degré à m inconnues B,, B,, ..., B,,_, et, 
pour qu’on puisse les satisfaire, il faut et il suffit que le déterminant 
du système soit nul. Ce déterminant est A(a). On en conclut que, si « 
est racine de l’équation A(x) = 0, 


kır+00° 


est une intégrale de l'équation proposée. 

Soient alors &,, a+, ..., « les m racines de l’equation A(a)=o 
(que nous supposerons d’abord distinctes), le polynome /(æ, 3) ad- 
met les m facteurs primaires symboliques 


s—A(r+a,), s—k(r+a,), ..., s—kA(r+ as). 


Or, ces facteurs sont, d’après la premiere application, commutati/s; 
il en résulte que /(æx,z) est, à un facteur constant pres, égal à leur 
produit symbolique. On a donc 


f(æ3)= Ao[(s — k(x + 0,)).(s —k(rt+ a2)) wee (3 —A(r+ &m))]- 


Cette équation rentre donc dans le type général des équations de 
M. Floquet, décomposables en facteurs primaires symboliques com- 
mutatifs ('); on en conclut que, si l’on remplace, dans le premier 


(1) FLoqugT, loc. cit., p. 107. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. Maı 1897. 22 
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Aart? 
membre, y par e * u, la nouvelle équation en w sera à coefficients con- 
stants. On en déduit aisément que l’on a, quel que soit a, 


kir+a)? 


d A (r+)? 
Sa TE) 2 =e ? A(a@); 





par suite, en dérivant par rapport à «, 


k(r+a) kir+a)? kır+a ? 


f(x, z)ke+ ae ? =e ? A'(a)+k(r+a)je ? Ala); 





de même, 


k(r+a 


d g? K(x+ ait k (ra)? A (4-0)? 
r(# ) e : =e ? M(a)+aklz+o)e * Ala)+re ? [k+4kAt(x+a)']A(x). 


dx) da: 





et ainsi de suite. 
De ces identités il résulte que, si « annule 
Ala), A'(x), ..., AP-(a), 
les expressions 


Air? kir+a)?t y Air+ant 
—_— À — oP = 


€ 9 —eé 9 og dar-ı © 


seront p intégrales de l'équation proposée. Ceci revient-a dire que 


K{r+201 Kk(x+201 hr)? 
e 7? , (r+a)je 7? , ..., (æ+a})r-le ? 








sont p intégrales. 

L’equation A(x) = o étant toujours de degré m, le théorème précé- 
dent fournit l'intégrale générale de l’équation proposée. 

Nous avons donc là un nouveau type simple d’équations linéaires 
dont on peut reconnaître, à premiere vue, que leur intégration se ra- 
mène à celle d’une équation à coefficients constants ('), car la forme 





(1) On ne peut évidemment pas dire d’une façon absolue que le type précédent est 
nouveau, puisqu'il rentre dans un type signalé par M. Floquet, mais ce qui rend ces 
équations particulièrement intéressantes, c’est qu'il est très facile de reconnaitre à la 
simple inspection qu'elles sont intégrables ; ce qui n’est pas possible dans le cas général 
des équations de M. Floquet. 
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générale d’une telle équation est, en changeant £ en — &, 


PU) (kz) d'y PDU (kr) d™—'y P'(kx) dy a 
mi dx" (m—1)! dx” re 2 + P({r)=o, 





P étant un polynome entier de degré m. 


IX. 


Nous avons vu (théoreme V) que les transmutations additives for- 
ment un groupe, en n’attachant au mot groupe que le sens le plus 
général, à savoir que deux opérations consécutives donnent naissance 
à une opération de même nature. On est, alors, naturellement amené 
à se demander si l’on pourrait appliquer à ces opérations les théories 
de M. Lie sur les groupes de transformations. Or, pour que ceci soit 
possible, il faut que chaque transmutation admetie une transmuta- 
lion inverse appartenant au groupe et cela nous conduit à traiter le 
probleme de l’inversion d’une transmutation additive. 

Étant donnée une transmutation quelconque &, si, quelle que soit 
la fonction régulière v, 11 existe au moins une fonction régulière u 
satisfaisant l'égalité 

Guze, 


nous definissons ainsi une transmutation complete que nous nomme- 
rons la éransmutation inverse et que nous designerons par le symbole 2 
(& retourné) de telle sorte que l’egalite précédente entraine 


u—= A" 
et, par suite, que l’on a, quelle que soit la fonction u, 


GQu—u, 


2Tu—=u, 


à condition de choisir convenablement les déterminations des trans- 
muées lorsque les opérations & ou 9 ne sont pas uniformes. 


THÉORÈME XIII. — La transmutation inverse d’une transmutation 
additive est également additive. 
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Car, & étant une transmutation additive, on a 


G(2u+ 30) — F9u+62v0=u+-y, 


ce qui entraine 
2u+20=—3(u+e), 


avec un choix convenable des déterminations des transmuées. 

Ce théorème sur l’inversion des transmutations additives nous per- 
met de traiter, accessoirement, une question intéressante : la re- 
cherche des transmutations générales que nous avons examinées qui, 
comme les transmutations additives, forment un groupe. Voici la pro- 
position qu'on peut, en effet, démontrer à cet égard : 


THÉORÈME XIV. — La condition nécessaire et suffisante pour que toutes 
les transmutations définies par la relation 


(1) Eln(u,v)]=o(6u, Ge), 


ou o désigne une fonction indéfiniment symétrique, forment un groupe 
est que les deux fonctions 9 et — soient identiques. 


Nous avons vu (théorème IV) que, si l’on désigne par A(z) et B(s) 
deux fonctions telles que l’on ait 


(2) A(æ+y)=r{[A(x), A(y)] 
et 
(3) B(r+y)=9{[B(x), B(y)], 


toute transmutation vérifiant la relation (1) est donnée par la formule 
Gu—B[ARV(u)], 


où V(:) désigne la fonction inverse de A(z) et A le symbole d'une 
transmutation additive arbitraire. 
Ceci posé, soient 
Gu—B[RV(u)] 


el 
Gu —B[R;V(u)] 
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deux transmutations quelconques de cette nature, on aura 
G(€,uv) =B [AV (BLA,V(«)})] ; 
pour que les transmutations forment un groupe, il faut que l'on ait 
G[E,u] = BR: V(u)], 
A, étant une certaine transmutation additive. Ceci entraine 


RV (BLA, V(u)]) =A, V(x). 


ou, en posant 
V(u)=v 


et en remarquant que, d’après le théorème précédent, 
(Rev) = Av 
est aussi une transmutation additive, 
V(B[A,¢]) = Rye. 


Posons, pour abréger, 
V(B[z]) =F(3z); 
on devra avoir 
F(R,e) = Rye. 


La fonction F doit donc être telle qu'elle transforme toute transmu- 
tation additive A,» en une autre transmutation additive. Ceci ne peut 
arriver que si F(z) est la fonction qui sert de hase à la seule transmu- 
tation fonctionnelle additive, c’est-a-dire si l’on a 


F(s)=as, 


a étant une constante arbitraire. 


On doit donc avoir 
V(B[:) = az. 


Or, d’après la remarque que nous avons faite à la suite du théorème 
d’Abel (théorème II), on peut toujours multiplier la. fonction V (3) 


I . x a ’ ® , 
par une constante = sans que la relation (2) cesse d’être vérifiée. 


N , . . 
En remplaçant alors V(z) par „V(z), on en conclut qu'on doit avoir, 
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finalement, 
V(B(:)) = 5 
ou 
B(s) = A(s). 
Les deux fonctions A(z) et B(z) devant être égales, et ces fonc- 
tions caractérisant, d'après le théorème d’Abel, les fonctions (x, v) 
et r(x,y), elles ne peuvent être égales que si l’on a 


az, y)=er(z,y). 


La condition est donc nécessaire. Elle est, d’ailleurs, suffisante, 
car, si elle est remplie, on a 


E[Giu] = B[AA, V(u)] =BLR, V(u)], 


puisque les transmutations additives forment un groupe (théorème V). 
On peut d’ailleurs vérifier, directement, que si l’on a 


© [o(u,r)] = o[€u, Ev] 
et 
Gi [o( 4, c)] = o(€, 4, Ee], 


on a aussi 
GG,[9(u,¢)] = o[CGu, GE, e]. 


Ainsi, par exemple, les transmutations définies par la relation 
Gur GuGe, 


qui sont données par l'égalité 
Cu — RC 
forment un groupe. 
X. 


Revenons, maintenant, aux transmutations additives. 

Il est d’abord aisé de se rendre compte que I’inversion d’une trans- 
mutation additive n’est pas toujours possible; ou, pour étre plus pré- 
cis, que la transmutation inverse n’est pas toujours complete. 

Considérons, par exemple, la transmutation 


” 


x xt zr” 
cu=u— —-w+ Sus... .4+(— 1)? Sul +... 
I a! n} 
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ona, évidemment, 
Gu u(o); 


cette transmutation fait donc correspondre à toute fonction u une 
constante. L’inversion est donc généralement impossible; il n’y a que 
les constantes qui admettent des inverses. Si a désigne une constante 
arbitraire, l’égalité 
Guza 
est verifiee par 
u=za+ıl(z), 


/(xz) désignant une fonction arbitraire, régulière au voisinage de 
TX =O. 


Nous avons vu (V, appl. II) que, u désignant une fonction régulière 
au voisinage de x = 0, ona 


m— eo 
* amt 
u dx = > (— 1)” © ul"), 
(m +1)! 
0 m=0 


Cette transmutation fait correspondre à toute fonction u une fonc- 
tion v, qui s annule pour x = 0; l'inversion n’est donc pas toujours 
possible, car elle ne peut s’appliquer qu’aux fonctions qui s’annulent 
pour æ = o. 

On peut faire, à propos de ce dernier exemple, une remarque inté- 
ressante. 

La fonction opérative de 


[ u dx 
0 


1—eT** 


J (2,5) = ——; 


est 


or, il est facile de trouver une fonction o(x, z) telle que l’on ait 
[o-f] (27,5) =1. 
On devra avoir, en effet, d’après ce que nous avons vu, 


07 9 
as" 





: - 1.0 1 . 
pp + Het Re rt (yet an e~7=+..., 
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(2,3) — e-*2 o( 2,0) — 3. 
On peut prendre pour 9(,0) une fonction arbitraire de x, U(x), 
et l’on en tire 
o(z7,s)= 5 +e-*U(z), 
9(2,3)=$(27)+ [1-rh(2)]z Her... 


La transmutation 


Gu=d(z)u+[i—zpju+ ap — 2th +... 


e| f “dr |= u. 
“9 

f u dx 

0 


Crv—u, 


est donc telle que 
On peut donc dire que 


est une fonction ¢ telle que 


c'est-à-dire l’une des inverses de u dans la transmutation &; mais on 
ne peut pas en conclure que 
v 
f u dr 
0 


est la transmutation inverse de Gu, car on n’a pas 
[/-9] (2,5) —=1, 


et l’on ne peut pas déterminer Ÿ de façon qu'il en soit ainsi. 

I] y a donc grand intérêt à reconnaitre si l’inversion d’une trans- 
mutation additive est généralement possible, et l’on peut, à cet égard, 
énoncer la proposition suivante : 


THÉORÈME XV. — Pour que l'inversion d’une transmutation additive 


soit, en general, possible, ıl faut et il suffit que toutes les puissances 
entières, positives ou nulle de la variable x admettent des fonctions 


inverses. 
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Ceci est presque évident, car, si pour toute valeur de l’exposant # 
il existe quelque fonction u,(x) telle que 


Cux(r) = sch, 
l'égalité 
cv tu, 
ou 
UTA taT +... tay te" +... 


sera vérifiée en prenant 


0 = Ay bo + Ay fay tee. Fay Um +. og 


pourvu que la série ¢ soit convergente. 


CoroLLairE. — Toute transmutation additive, uniforme, a coefficients 
constants, admet, en général, une transmutation inverse. 


Car, si l’on a 
Cu—=mu+au +... +0, u)’+..., 


os Ks +. Ans +. étant des constantes, on pourra toujours satis- 

faire l’égalité - 
Gu zx" 

en prenant pour u un polynome entier, de degré # si «, 40, de degré 

k+psit—=2—=...—=0,., —=0eta,£o. 

Il est bon de remarquer que la proposition précédente s'applique 
pourvu qu’à chaque puissance x“ il corresponde au moins une fonc- 
tion inverse p,(x); mais il pourrait fort bien arriver qu’il existe plu- 
sieurs fonctions inverses pour une même puissance. Ce serait le cas 
où la transmutation inverse ne serait pas uniforme. 

Malheureusement, ce théorème n’est pas d'un emploi commode 
dans la majorité des cas. A part le cas des coefficients constants, il 
fournit surtout des renseignements négatifs en ce sens qu’il permettra 
d’apercevoir que l’inversion n’est pas possible, mais qu'il ne permet 
que rarement de montrer qu'elle est complète. Ainsi, par exemple, si 
dans une transmutation tous les coefficients s’annulent pour z =a, 
on peut affirmer que la transmutation n’est pas complete, car la trans- 

Ann.de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome XIV. — Mai 1897. 23 
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muée de toute fonction régulière s’annulcra pour x =a, et l’équa- 
tion | 
Gus! 
n’aura pas de solution régulière dans le domaine du point x =a. 
Il y a cependant, outre les équations à coefficients constants, des 
cas généraux où inversion est possible : ce sont ces cas que nous 
allons signaler. 


XI. 


Soit une transmutation additive, uniforme, dont la fonction opéra- 
tive est f(x, 3) : faire l’inversion de cette transmutation, c'est, au 
fond, intégrer l'équation différentielle 


d 
re) “=, 


qui est ce qu'on peut appeler une équation différentielle d'ordre infint, 
lorsque /(x,s) est une fonction transcendante en z. Ces équations 
jouissent manifestement des mêmes propriétés que les équations 
d'ordre fini; en particulier, st l’on connait une intégrale particulière u, 
d’une telle équation, on obtiendra toutes les autres en ajoutant à u, 
l'intégrale generale de l'équation sans second membre 


(1) se) wo. 


Nous ne nous occuperons, dans la suite, que des transmutations à 
inversion complete. On voit alors qu'il est facile, a priori, de les ranger 
en trois catégories : 

1° Celles pour lesquelles l'équation sans second membre (1) n’ad- 
met que l'unique solution u =o; ce sont celles dont la transmutation 
inverse est également uniforme. Dans ce type rentrent les changements 
de variables. Si /(æx, =) est la fonction operative de la transmutation, 
il existe une fonction entière 9(x,z) de genre ı ou o telle que l’on 
ait, à la fois, 


[fel=1 et [o.fl=r, 
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c’est-à-dire 





et 


La recherche de toutes les transmutations additives uniformes de 
cette catégorie serait du plus haut intérêt, car ces transmutations for- 
meraient un groupe auquel les théories des groupes de transformations 
de M. Lie s’appliqueraient. Jusqu'ici je n’ai pas pu en trouver d’autres 
que des substitutions, et j'ai tout lieu de penser qu'il n’y en a, effec- 
tivement, pas d’autres. 

2° Les transmutations telles que l'équation 


ait un nombre Zımite de solutions linéairement distinctes. L'intégrale 
générale de l'équation 


serait donc de la forme 
u — w+ Cpu, + Cyu,+...+Cpup, 


(,,C,,...,C, étant p constantes arbitraires, et l’on pourrait former 
une équation différentielle d’ordre fini, p, admettant les mêmes inté- 
grales. La transmutation inverse n’est donc pas uniforme. 

3° Les transmutations telles que l’équation sans second membre 
ait une infinite de solutions linéairement distinctes. 

L'intégrale générale de l'équation 


Sag) use 


contiendrait un nombre infini de constantes arbitraires; donc, en 
général, elle dépendrait de fonctions arbitraires. 
I] ne sera pas inutile, pour ne pas rester dans le domaine de l’hv- 
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pothese, de donner un exemple de ce genre. Considérons l'équation 


a a? a qm 
Om Tw uy = lin + EU +. 


I 3! 


Elle a une infinite d’integrales de la forme e*, car il suffit de 
prendre pour r une racine de l’equation 


enr — I = O, 
c’est-à-dire 
akin 


— 9 


a 





& étant un entier arbitraire. 
Son intégrale générale est, d’ailleurs, facile 4 trouver: C’est une 
fonction arbitraire, périodique, régulière, de période a. On a, en effet, 
ur Lure ur. =u ) — u( 
5] 3] ..—zu(r+a u(r). 
Pour que u soit une intégrale, il faut donc et 1l suffit que ce soil 
une fonction périodique de période a. Ainsi, l'intégrale générale de 
l'équation 


a i a? " a? mM 
X - ut —- u + = U” +... 
I a] 31 
est 
z(r—a 
w= LEO) gz), 
2a 


(x) étant une fonction périodique arbitraire de période a. 
L’équation 


(zo) „„ won) , xr"? (x—1)" 


o= we $$$ ul) +... 
N 2! n] 


a pour intégrale générale une fonction arbitraire f(x) telle que l’on 


ait 
J(ax?)= f(x) ('). 


(1) Voir APreux, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 21 avril 1879. 
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Plus généralement, l’equation 


6) — © ny — x)? 
o=u(1—Y))+ TE, BIN + 


(a — x)" 
I 9! ! 


un) +... 


a pour intégrale générale une fonction arbitraire f(x) telle que l’on 
ait 


f(u(z))=4(z) f(z) (). 


La première question qui se pose maintenant est donc celle-ci : 
« Étant donnée une transmutation additive, uniforme, complète, 
admettant une inverse également complete, à quelle catégorie appar- 
tient-elle? » 

Ceci revient au fond à savoir le nombre des constantes arbitraires 
que contient la transmutation inverse. Ce nombre paraît être lié inti- 
mement au nombre des zéros, en z, de la fonction operative f(x, =). 
On peut, en effet, démontrer, pour le cas des transmutations à coeffi- 
cients constants, la proposition suivante : 


TuÉoRÈME AVI. — Le nombre des constantes arbitraires que contient la 
transmutation inverse d’une transmutation additive, uniforme, à coeffi- 
cients constants, est égal au nombre des séros de sa fonction operative. 


Ce théorème résultera tout naturellement des deux suivants qui, 
d’ailleurs, prouveront que la proposition précédente est vraie dans le 
cas le plus général, pourvu que le nombre des zéros, en z, de la 
fonction opérative soit fini, quel que soit x. 


TuÉoORÈME XVII. — Lorsque la fonction operative d’une transmuta- 
tion additwe, uniforme, complete, n'a aucun zero à distance finie (en 3) 
la transmutation est, a un multiplicateur près, une substitution. 

La transmutation inverse est uniforme. 


Soit, en effet, /(x,3) la fonction operative. Nous savons (théo- 
reme XII) qu’elle est de genre 1 ou o. Si, donc, elle n’admet aucun 
zéro à distance finie, en s, quel que soit x, elle est nécessairement de 
la forme aef°, a et g étant des fonctions de x. La transmutation consi- 


(1) Foir Arpeıı, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 7 novembre 1881. 
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dérée est donc telle que 
t(2, =) u(r)=au(r+g). 


L’équation différentielle d’ordre infini 


f(s, 2) u=v(z) 
admet donc une integrale, et une seule, qui est 
I 
u— = e(h(x)), 
h(a) étant la fonction inverse de x + g(x) 
A(x) + g(a(x)) = +. 


Ceci suppose évidemment que x + g n’est pas constant, c'est-à-dire 
que g(x) n'est pas de la forme c — x, c étant une constante. 


Tutortme XVIII. — Lorsque la fonction operative f (a, z) d'une trans- 
mutation additive, uniforme, complete a, quel que soil x, un nombre 
fini de zeros en 3, la transmutation n'est autre chose qu'une transmuta- 
tion finie suivie d'une substitution. 

La transmutation inverse contient un nombre fini de constantes arbi- 
traires égal au nombre des séros de la fonction operative. 


Faisons, d’abord, la remarque suivante : 
Soit 9(x,3) une fonction operative. On a, en appliquant la for- 


mule (4) (§ VII), 
(1) [es*.9] = e8* g(r + 8,3). 


Ceci posé, considérons une transmutation additive, uniforme, com- 
plete, telle que la fonction operative n’admette, pour toute valeur 
de x, qu’un nombre fini m de zéros à distance finie. Cette fonction, 
étant de genre 1 ou 0, sera nécessairement de la forme 


f(x, 5) = ef P(xr, 3), 


P(x, z) étant un polynome entier en z de degré m. 
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Choisissons alors la fonction + de façon que 


(2 +8 3) =P(r,s); 


on aura 
p(2,5)=P(h(x), 5), 


h(x) étant la fonction inverse de x + g(x). 
Il résulte, immédiatement, de la formule (1) que la transmutation 
f(x, 3) n’est que le produit symbolique des transmutations 


P (A(x), 5) et ef, 


On obtient donc la transmuée 


en faisant, d'abord, sur x la transmutation 


P( A(x), 4) u, 


puis en substituant, dans le résultat, x + g à x. 
Dans les deux membres de l’équation 


(2) se )u=e(2) 


faisons la substitution inverse de x + g; remplacons x par A(x) et 
elle devient 


(3) P| A(z). 7] u=e(h(x)), 


ce qui est une équation differentielle linéaire d’ordre m. Les équa- 
tions (2) et (3) ont les mémes intégrales. La transmutation inverse 


I | 3 I . 


contient donc m constantes arbitraires. 
Les deux théorèmes qui précèdent établissent donc l’exactitude du 
théoreme XVI, dans le cas le plus général, lorsque la fonction opéra- 
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tive a sero ou un nombre fini de zéros, en s. Il resterait à le prouver 
pour le cas où le nombre des zéros est infini, en montrant que, dans 
ce cas (en supposant, bien entendu, la transmutation inverse com- 
pléte), le nombre des constantes arbitraires est aussi infini. La chose 
parait vraisemblable et il serait très intéressant de la prouver, car elle 
montrerait que les transformations (ou substitutions) sont les seules 
transmutations additives, uniformes, complètes, telles que la trans- 
mutation inverse soit de même nature. 

Je n'ai, malheureusement, pas encore pu prouver cette proposition 
dans toute sa généralité. Elle est évidente dans le cas des coefficients 
constants. Car, si f(s) est la fonction opérative d’une transmutation 
additive à coefficients constants, l'équation 


d 
(a) “= 
admet toutes les intégrales de la forme e*, où r désigne une racine 
de l'équation 
I(r) = 93 
donc, si f(z) a une infinité de zéros, l’équation aura une infinite 
d’intégrales linéairement distinctes ('). 


XIT. 


Tout ce que nous venons de dire pour des fonctions d'une seule 
variable x peut s'étendre, immédiatement, à des fonctions de plusieurs 
variables. 

Je dirai qu’on a défini une /ransmutation à n variables x,,æx,, ..., Xp; 
lorsqu'on a donné un moyen quelconque de faire correspondre à toute 
fonction régulière u(æx,,æ;,...,æx,) des n variables æ,, æ,, ..., æ, 
une ou plusieurs autres fonctions des mêmes variables. 

Je nommerai, de mème, transmutation fonctionnelle, à n variables, 
celle qui est définie de la façon suivante : « Soit /(3,x,,æ,...,æ,) 


(1) Pour être tout à fait complet, il faudrait évidemment montrer encore que les deux 
ensembles formés, d’une part, par les zéros de f(z) et, d'autre part, par les constantes 
arbitraires ont même puissance, suivant la définition de G. Cantor. 
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une fonction donnée des n +1 variables 5,æx,,æx,, ..., æ, que j’ap- 
pelle fonction qui sert de dase à la transmutation; à toute fonction u 
des n variables x,, æ,, ..., 2, je fais correspondre la fonction 
fu, &,,%:,...,æ&,) des mêmes variables. » 

Les définitions du paragraphe I d’une transmutation continue, re- 
gulière, uniforme s'étendent aussi sans modifications. 

Les théorèmes généraux des paragraphes II et III s’appliquent évi- 
demment à ce cas plus général, car les démonstrations ne supposent 
pas du tout que la fonction u soit à une seule variable. On peut donc 
dire encore que la recherche de toutes les transmutations, à plusieurs 
variables, qui satisfont une relation telle que 


E[n(u,v)] = (Gu, Ge), 


où rest une fonction indéfiniment symétrique, se ramène à celle des 
transmutations additives, c'est-à-dire à la recherche de celles qui véri- 


fient la relation 
G(u+e)=Cu+Cr. 


Enfin, les propriétés générales des transmutations additives qui 
font l’objet du paragraphe IV subsistent évidemment sans restric- 
tions. 

Ceci posé, il est facile de démontrer les deux théorèmes suivants, 
qui-ne sont que les généralisations des théorèmes IX et X : 


TaéorRÈèME IX bis. — La seule transmutation additive, à n variables, 
uniforme, continue et régulière, telle que la transmuée de toute expres- 


sion de la forme 
chats... hs 


soit égale à zero, quels que soient les exposants entiers (positifs ou nuls) 
heyy hay ...,k,, est la transmutation qui est identiquement nulle. 


Taéonëème X bis. — Toute transmutation additive, à n variables, uni- 
forme, continue et régulière est donnée par la formule 


Ofıtkat...+hn u 


\ 
CU = ap. lH DY Bhan och dak... Orr 


OÙ Ho 6,....09 Ein. ke désignent des fonctions régulières des n variables 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Mai 1897. ah 
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Dis Las +++» Cm, el Où la somme X est étendue a toutes les valeurs entières 
(positives ou nulles) possibles des indices k,, ky, ..., ka. 


Je reprends rapidement la démonstration de ce dernier théorème. 
cu étant une transmutation donnée, nous déterminerons d’abord la 
fonction &,,o,..,. de façon que la difference 


GU — %0,0,...,0 U 


s’annule pour u= 1. Puis nous déterminerons la fonction &, +... 
de facon que la difference 
ou 


BU — ao 0,...,0 U — Lo,0,...,1,...,0 Oz, 
Xq 


s‘annule pour x = x, et cela, successivement, pour toutes les valeurs 
de g depuis ı jusqu’à n. Dans ces conditions, la difference 


Ou Ou Ou 


SU = TU — Bo o,...,9U — &,0,...,0 Ox, — &o,1,..-,0 dx; 0.7 Ao 0,...,1 dx. 
n 


sannulera puru=1,u=x2,,u=2,,..,U=X,. 
Ceci posé, nous déterminerons successivement des fonctions &,.,,...,o» 
% u...’ plus généralement a o.....4.....1,....0° de façon que les differences 


$,u a d'u 
1 — 2,05... 0 2? 
, 0x 
d'u 
$,u— Œ,1,.. 


0x, OX, 
plus généralement 
0? u 


U — Lo,0,...,1,...,1,...,0 dx, dm, 


s’annulent, respectivement, pour u=x,u=x,x,, plus générale- 
ment u = x;æx,. La nouvelle difference 


Au d'u d'u 


Seau = SU — Ken. — À — —...—-a@ — 
2 1 905° +50 Ox* 1,1,...,0 Ox; OX, 0,0,...,2 Ox? 


s’annule pouru=1, u=2,;, U= x;x,, quels que soient les indices & 
et k. Et ainsi de suite de proche en proche; on arrive à déterminer 
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une suite, infinie dans n sens, de coefficients Oh ek 
série 


tels que, si la 


Qhitks+. thn y 
Sua u + On Et ee 
0,0,...,0 > a ee | ; 
mera Qaxkt day... Oak 


est convergente, la différence 
Cu—Su 


soit identiquement nulle. Lorsque la série su ne sera pas convergente, 
il faudra faire une restriction analogue à celle du théorème X. 

Du théorème précédent il résulte que la transmutation additive est 
parfaitement définie des qu’on connaît les transmuées de toutes les ex- 
pressions de la forme x, 2, ..., 2," pour toutes les valeurs possibles 
des exposants #,, k,, ..., k,. Posons 


ky ak k, — . 
Sr, ry eee Th — Wk kay. shin (Kir Los .….., En); 


on aura, alors, en se servant d’une écriture symbolique, 





0 0) 0 
(1) Eu = aoo,...0% + | (os 25 + (a. am) +...r (an 2) ge | u 





en convenant que, dans le developpement de la puissance symbolique 
on remplacera le produit symbolique 


Aye Ay in wen par Ik hy... .kn® 


Par exemple, dans le cas particulier d’une substitution (change- 
ment de variables), qui consiste à remplacer x,, &,, ..., x, par les 
fonctions w,(æx,,...,æ,), &,(æ,,...,æn), + Waly, ++ +, Hy), ON à 
une transmutation additive à n variables. Cette transmutation est 
donnée par la formule (1); mais, ici, on ne remplacera pas, dans 
les développements des puissances symboliques, ww ...w par 
Deka.) Car la transmuée de ah x... air est précisément de cette 


> 
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forme. On fera, de plus, 


G)y0,...,0—— I- 


On peut ici encore employer une écriture symbolique et introduire 
une fonction opérative. Puisque toute transmutation additive, uni- 
forme, peut se mettre sous la forme 


Dk, hg... kn Other Hy 


Eu ou + D TROT URI de aah anh’ 
on pourra, en posant 


a 
S (a, Lay... Uns Sty Say eo Zn) — Qo0,...0+ Dy FAST 34 Break, 


écrire symboliquement 
_ _d à Ô 
eu f(ar Lay.) Fn; Oz,” Ox, sey =) U. 


La fonction f(x,,æ2,...,æ,3 3,,5:,..., 5,) des 2n variables x,, 
Loy ces Uns Zus Bay ce Sp, Feguliere au voisinage de 


wo FF —_— — MM — 
Ss, Sg... 3,70, 


sera nommée la fonction operative. 
La fonction opérative d’une transformation de Lie, c’est-à-dire 
d’un changement de variables, consistant à substituer w,, w,, ..., w, 


À Ly, Loy cer Ly (Wy, We, --., ©, étant des fonctions des n variables 
Ly, Las ces Ly) Sera 


(2:5 3k) = EWR Hg — 19) 594... HOn—T nln | 


Elle est donc de la forme e%:7:+8:7.+-+-+8,7. et, réciproquement, si la 
fonction opérative est de cette forme, la transmutation est un change- 
ment de variables. 

Le théorème XI a alors, évidemment, son analogue qui est facile a 
démontrer en se servant de l’inegalite bien connue 


Obit hat che M(k,!) (Aa!) «-. (Ka!) 


och dach... dxir pkipks . .. pkn 


3 


M étant le module maximum de la fonction et p,,p,,..., p les rayons 
de régularité. 
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Le problème de l’inversion, qui fait l'objet des derniers paragraphes, 
serait beaucoup plus compliqué, car on aurait ici à intégrer des 
équations aux dérivées partielles linéaires d'ordre infini. D'ailleurs, 
les considérations qui nous ont guidé ne seraient plus strictement ap- 
plicables, car il faudrait avoir pour cela une définition du genre d’une 
fonction de r variables. 


NOTE. 


On pourrait se demander pourquoi, dans l'énoncé du théorème IV, j'ai as- 
treint Ja fonction r(x, y) à la condition restrictive d'être indéfiniment syme- 
trique. La raison en est simple. Si la fonction z(z, y) n’était pas symétrique, 
on déduirait, de suite, de la relation 


(1) G[r(u,v)]—=p(Gu, Ge) 
en permutant u et v, la nouvelle relation 
E[x(v, u)] = 9(Ge, Eu), 


qui serait certainement distincte de la précédente. De même, sin(z,y) était 
seulement symétrique, sans étre indéfiniment symétrique, on déduirait de 
Ja relation (1) la nouvelle relation 


elr(u, n(v, C))] = o(& u, o(Ge, EC)) ; 


où C désigne une constante, qui serait aussi distincte de (1). 

Si donc (et c’est ce que j’ai voulu faire) on s’astreint à ne chercher que les 
transmutations qui vérifient une relation de la forme (1), de laquelle on ne 
puisse pas déduire une autre relation entre deux fonctions arbitraires u et ¢, 
distincte d'elle et de même forme, il faut nécessairement que r(x, y) soit in- 
définiment symétrique. 

Il n’est peut-être pas non plus sans intérêt de remarquer que ce théo- 
reme IV est susceptible d’une application plus étendue qu'il ne le paraît au 
premier abord. Il permet, en effet, de déterminer la forme générale de toutes 
les transmutations telles qu’il y ait, quelles que soient les fonctions u et v, 
une relation donnée entre les trots transmuées 


ely,(u,v)], G[hi(u,v)], Elys(u, ¢)], 


MZ, Y); Var, Y}, Var, y) étant trois fonctions données indépendantes. 
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Posons, en effet, 
u—lW(u,e), el d(u,v), 


et tirons de là wet v en fonction de u’ et v’. Portons ces valeurs de u et ev 
dans Y,(u,) qui se transformera en une certaine fonction r(u', v’) de u 
et «’. La relation donnée deviendra alors une relation entre 


E[r(u',e')], Eu, Ev", 


c'est-à-dire une relation de la forme (1); u et étant arbitraires, uw’ et v’ le 
seront également, et nous sommes ramenés au cas du théorème IV ('). 


— 0 u 


(!) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été communiqués à l'Académie des 
Sciences dans la séance du 15 février 1897. 


SUR LE MOYEN DE RECONNAITRE 


UNE 


SURFACE DE REVOLUTION ALGEBRIQUE 


ET DE DECOUVRIR 
LA POSITION DE SON AXE, 


Par M. S. MANGEOT, 


DOCTEUR ES SCIENCES. 


— se — 


Je considere une surface d’ordre m, non formée uniquement de 
plans paralleles ou de spheres concentriques, et représentée en coor- 
données cartésiennes rectangulaires par l’équation entière et à coef- 
ficients réels 

S(z2,y,3)=0. 

Je suppose que l’on veuille reconnaitre st cette surface est de révo- 
lution et, en cas d’affirmative, trouver les equations de son axe de 
revolution. 

Soient, en admettant que le cöne de ses directions asymptotiques 
n'est pas réduit à un plan : 

a, B, y trois nombres entiers quelconques dont la somme est m — 1; 
x*yPst(Ax+By+Cs+D) la somme des termes du polynome 

f(x, y, 3) qui contiennent le facteur z*y* 2"; 

a,, b,, c, les trois constantes 


ZalBlyl(æ+r1)?A?, Zalßlyl(B+ı)(y+ı)BC, ZalBlyl(æ+1)AD; 
Ans Vas Cas et as, b,, c, celles que l’on en déduit par une permutation 
circulaire des lettres «, B, y et A, B, C; 


F(z, 7,2) = 9, (2?, y, 5) + xb, (2?, y, Z) = 3(2, Y, z) + yb,(2, yi, a 
= 3 (2, ¥, 2) + sby(2,Y 24) 
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le quotient, par la plus haute puissance de 2? + y?+ 3° qu'il peut 
renfermer en facteur, de l’un quelconque des polynomes entiers ho- 
mogènes dont la somme est 


choisi à volonté, sans être, à un facteur constant près, une puis- 
sance de x?+ y? + 37; 


Ant ilns Va + lPns On + tn (n —=1,2,3) 


les constantes 


pi(o; I, t), di(o, I, t), ey Pa(e, 0, 1), Vas, O; 1), SAE | 


Pa(1, t, 0), W3(1, 2, 0), coe), 


p désignant le degré de F(z, y, 3). 
On envisage le Tableau suivant, où x,, &,, x, désignent respective- 
ment x, y, 2. 











by babs 20, a, — 1283 — g,— eos by (say + 01) = balsza+ Cy) = b5($-r3+ cs) 
bi be bs 
by20, bib; b} — (a,y—ay) (a3 — ay) =0 QTy+C,=0, by (ay xy+ C2) = (4g — 44) (ars + €3) 
b, = b,= b3=a—-a;=0, a—a;20o Ali Cy = 0, Ag@reat+ C= 0 





HW(An-+ipn) #0 


Oy Tb (yh + Cy) = Ty (Ae Le t+ Ce) = I, ( A373 + 6; 
IH(vn+ipn) # 0 1T1(@1 1) 1(As2rs 2) 1 (323 + C3) 


b; = bg = b3=0, Id, + tpn) #0 

A = (12 = 4; (v4 + t01) (va + ipe) HO PAg( a, 214+ C1) = V1 (A27%2+ Co), Asls+C3=0 
V3+ tp; =0 
A3+ip3 = 0 aı +0, = 0, Ag%y+Cg= 0 


Si les coefficients du polynome f(x, y, 3) ne satisfont ni à l’un ni 
à l’autre des six systèmes de conditions qui figurent, soit dans ce 
Tableau, soit dans l’un des deux Tableaux qui s’en déduisent par une 
permutation circulaire des indices 1, 2, 3, on peut étre assuré que la 
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surface n’est pas de révolution. Dans le cas contraire, la surface ne 
peut étre de révolution qu’autour de la droite représentée par les 
deux équations qui figurent dans le Tableau, en regard du systeme 
des conditions supposées ('); droite réelle, déterminée et située à 
distance finie. On n'aura donc qu'une vérification à faire, et la ques- 
tion sera résolue. 

Si l’on sait d’avance que la surface est de révolution, l’un des trois 
Tableaux indiquera les équations de son axe, dès que l’on aura re- 
connu auquel des systèmes de conditions satisfait la surface. 

Dans le cas où toutes les directions asymptotiques de la surface 
issues d'un même point seraient situées dans un plan, celle-ci ne 
pourrait être de revolution qu autour d’une normale à ce plan : une 
transformation de coordonnées bien évidente montrerait s’il en est 
ainsi, et conduirait en même temps aux équations de l'axe de révo- 
lution. 

Les résultats qui précèdent fournissent un moyen de calculer les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que l’equation du m'*™ de- 
gré à trois variables représente une surface de révolution, m étant 
donné d'une manière quelconque. 


mn ee eee 2  —— - — - —— — _—- u — —_— eee eC 


(!) Les plans de symétrie que peut avoir la surface f(z, 7,2) = o doivent être des 
plans de symétrie de la quadrique correspondant à |’équation du second degré 


om—1 f 
Sm ( in) =o (A+hk+l=m—1), 


qui n’est autre que 
mr? 322+ 20173 + abysx + 2by ry + 20,0 4+ 2037 + 2035 =0; 


en sorte que, si la surface est de révolution, cette quadrique doit être aussi de révolution, 
autour de la même droite; et si cette quadrique est une sphère de centre (x, y’, 2’), le 
cône F(x — x’, y —y', 2—2') =O devra, lui aussi, être de révolution autour de cette 
droite. 
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SUR LES TRANSFORMATIONS 


L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS, 


Par M. Ettenne DELASSUS, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE DOUAI. 


INTRODUCTION. 


On sait importance des intégrales intermédiaires dans le probleme 
de l'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre. 
C'est la recherche de telles intégrales qui constitue la méthode de 
Monge et, au fond, celle de Laplace. 

Je me propose, dans ce Mémoire, d'étendre la même notion aux 
systèmes différentiels quelconques. Il est possible d’y arriver d’une 
façon précise en utilisant les résultats que j'ai donnés, dans un Mé- 
moire antérieur (‘), sur la forme canonique générale de tels systèmes 
et le théorème général d'existence des intégrales. 

Le théorème de Cauchy généralisé, en faisant connaitre d’une façon 
précise le nombre et la nature des arbitraires dont dépend l'intégrale 
générale d'un système, permet en quelque sorte de mesurer le degré 
de difficulté de l'intégration, ce qui conduit à la notion de systeme 
plus simple qu'un autre. 

En partant de ces idées, on est tout naturellement conduit, pour 
tenter l'intégration d’un système &, à chercher des systèmes interme- 
diaires &’, c’est-à-dire des systèmes plus simples que 2, et dont toutes 
les intégrales soient des intégrales de &. Si l’on connaît des systèmes 
2 dont les équations contiennent des arbitraires en nombre suffisant, 
l'intégration de Z sera ramenée à 2’. 





(1) ÉTIENNE DELAssus, Extension du théorème de Cauchy aux systèmes différentiels 
les plus généraux ( Annales de l’École Normale ; 1896). 
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Pour former un système intermédiaire, il faut ajouter à Z des équa- 
tions complémentaires, et on leur imposera la condition de fournir 
avec Z un systeme Z’ compatible et ayant une intégrale générale de- 
pendant d’arbitraires dont on fixera a prior le nombre et la nature. 
Les premiers membres des équations complémentaires seront alors 
assujettis à vérifier un système différentiel Z”, que l'on saura certaine- 
ment former. 

Si Z” est compatible et a des intégrales dépendant d’arbitraires en 
nombre suffisant, l'intégration de Z sera décomposée en deux parties 
qui seront l'intégration de Z”, puis celle de X. 

Il est naturel de chercher à obtenir un système 2’ qu'on sache cer- 
tainement intégrer ; dans ce cas, on peut dire que toute la difficulté de 
l'intégration de Z se trouve reportée sur Z”, et nous appellerons Z” le 
transformé de 2. 

En faisant varier la forme imposée à Z’, on arrive à déduire d’un 
même point de vue un grand nombre de résultats dont certains sont 
nouveaux et dont les autres constituent, à peu de chose près, tout ce 
que l’on sait actuellement sur les systèmes différentiels d'une forme 
présentant quelque généralité. 

Le cas le plus simple est celui où l’on impose à Z’ la condition d’être 
de première espèce, c'est-à-dire d’avoir une intégrale générale dépen- 
dant d’un nombre limité de constantes arbitraires. 

Appliqué aux systèmes de première espèce eux-mêmes, il conduit 
à leur intégration par des équations différentielles ordinaires. 

Appliqué aux systèmes dont l'intégrale générale ne dépend que 
d’une seule fonction arbitraire, laquelle ne dépend que d’un seul ar- 
gument, il conduit immédiatement à leur intégration par des équations 
différentielles ordinaires. 

Appliqué à des systèmes quelconques, il conduit à faire correspondre 
a tout système & une infinité multiple de systèmes de plus en plus 
compliqués, et à un nombre de variables de plus en plus grand, dont 
l'intégrale générale se déduit de celle de 2 par des calculs algé- 
briques et tels que si l’on sait intégrer l’un quelconque d’entre eux, 
on en déduit l'intégration de tous les autres par des équations diffé- 
rentielles ordinaires et des calculs algébriques. 

Chacun de ces systèmes possède, en outre, la propriété de pouvoir 
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s’integrer par des équations différentielles ordinaires des qu’on en 
connait une intégrale particuliere dépendant de certaines constantes 
et fonctions arbitraires. 

Enfin, le méme cas, appliqué aux systemes du premier ordre à une 
inconnue, conduit tout naturellement à la méthode de Jacobi et Mayer, 
qui se trouve ainsi établie d’une façon simple, sans faire de distinction 
entre le cas où l’inconnue figure et celui où elle ne figure pas, et sans 
être obligé de faire appel aux propriétés particulières des expres- 
sions [F. ®] de Poisson. 

Parmi les systèmes qu'on sait intégrer par des équations différen- 
tielles ordinaires, ceux qui ont la forme la moins particulière sont 
ceux dont l'intégrale générale dépend d’une seule fonction arbitraire 
d’une variable. 

Si l'on cherche des équations complémentaires conduisant à de tels 
systèmes, et si l’on cherche à se placer dans les conditions les plus 
favorables pour que l’on puisse ainsi arriver à trouver toutes les inté- 
grales du systeme proposé Z, on est fatalement conduit à retrouver 
la méthode de M. Darboux ('), bien précisée dans le cas des systèmes 
quelconques. 

En dernier lieu, une transformation particulière, que j'appelle trans- 
formation par changement d’inconnues, fournit un résultat intéressant 
relatif à l’application de la méthode de M. Darboux aux systèmes 
linéaires. S'il existe une équation linéaire qui, ajoutée à &, donne 
un systeme Z’ dont l'intégrale générale contient au moins une fonc- 
tion arbitraire, Z pourra certainement s'intégrer par la méthode de 
M. Darboux. 


I. 


Degré d'indétermination d'un système différentiel. — Systèmes 
intermédiaires. 


1. Soit Z un systeme différentiel canonique à m variables x,, 
Lo, ces Lm et g INCONNUES 3,, 32»... 3g. Supposons qu'aucune de ces 


— 


(1) DarBoUX, Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre ( Annales de 
l'École Normale; 1870). 
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inconnues ne puisse étre prise arbitrairement de fagon que le systeme 
contienne et détermine réellement les g inconnues. Le théorème de 
Cauchy généralisé nous montre que, pour déterminer complètement 
une intégrale de EX, il faudra se donner arbitrairement : 


F, constantes; 
F, fonctions de 1 variable; 
T, fonctions de 2 variables; 


e 
eoeeee ee + ee ee ee + @ e eoeeeeeou5o7eee#e™y 


T,„_. fonctions de mn — 2 variables: 
r,,_, fonctions dem — 1 variables; 


Nous appellerons degré d’indetermination du systeme = l’ensemble 
des nombres Ty, F,,..., Fe, Tm-, pris dans l’ordre 


Los T,, LE, ….. Cu, Eh. 


Désignons-le par & et convenons que @ ne change pas si l'on pro- 
longe la suite qui le définit, en y ajoutant de nouveaux nombres I,,, 
us +++» qui sont tous nuls. 

Deux degrés d’indetermination © et ®’ seront dits égaux s'ils sont 
définis par les mêmes nombres, c'est-à-dire si l’on a 


F=F,, F,=T, EF, =", 
Nous conviendrons de dire que l'on a 
@ > 0’, 
s'il existe un entier u. tel que 
Te>Ui, Lu Tous Tuer uns .... 
et l'on voit immédiatement que 


D>®" et @O >.’ 


entrainent 
D > D”. 


Laissons de côté les systèmes différentiels et ne considérons que 
des équations isolées, en restant dans les généralités, c’est-à-dire sans 
préciser leur forme et leur ordre. 
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Sorent 
F —o, D — 0 


deux équations différentielles, la première d'ordre p et à m variables 
indépendantes, et la seconde d'ordre p’ à m’ variables. 

Les connaissances actuelles sur les équations différentielles nous 
conduisent à dire que l’étude des intégrales de F — o sera plus difficile 
que l'étude des intégrales de ® = o si l’on a 


m > n! 
ou 


! 


m—m, P > P'. 


Mais, d’après le théorème de Cauchy, les degrés d’indétermination des 
deux équations sont constitués par 


BE =l=...=T, :—o, T„-ı=Pp Pin =Pno1 =... = 0, 


F,=r=...=F", — O, T„_ı =0, Lu Fu... OO. 
et, dans les deux hypothèses, on voit que l’on a 
> ®”. 


On est alors tout naturellement amené, en généralisant, à admettre 
que, au moins en restant dans les généralités, la difficulté de l’étude 
d'un système différentiel est d'autant plus grande que son degré d’in- 
détermination est plus grand. Cette difficulté peut donc en quelque 
sorte se mesurer par le degré d’indétermination et, pour abréger, nous 
dirons qu’un système 2’ ayant pour degré d’indetermination ®’ est 
plus simple que & qui a pour degré d’indétermination ® si l’on a 


(D'<< D. 


2. La methode qui se présente le plus naturellement à l'esprit pour 
la recherche de fonctions ayant un certain degré d’indétermination 
consiste à dédoubler le problème et à chercher si ces fonctions ne 
pourraient pas être considérées comme solutions de certaines équa- 
tions dépendant d’arbitraires et dont la résolution introduirait de nou- 
velles arbitraires de façon à retrouver toutes celles qui doivent se 
trouver dans les fonctions inconnues. C’est la méthode des équations 
intermédiaires. 
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Le moyen le plus général, pour nous, de définir des fonctions dé- 
pendant d’arbitraires, consiste à les assujettir à vérifier des systèmes 
differentiels. Z étant le systeme initial aux inconnues 3 et % le sys- 
tème intermédiaire, que nous supposons être un système différentiel, 
toute intégrale de £’ devra être une intégrale de X, de sorte que les 
intégrales restent les mêmes si à & on ajoute toutes les équations de =: 
ce qui signifie que le système intermédiaire 2’ sera constitué par le 
systeme donné 2, auquel on aurait ajouté les équations complémen- 
taires 


Ji 0 S=% ..., 


qu'on suppose naturellement ne pas être des conséquences algébriques 
des équations de Z, prolongé au besoin, sans quoi 2’ serait identique 
az. 


3. Il est facile de constater que tout systeme Z’ ainsi constitué est 
plus simple que X, au sens précédemment attribué à cette expression. 

Dans Z et dans les équations /= o, faisons le changement linéaire 
le plus général de variables et résolvons £ comme il l'était primiti- 
vement. Il sera résolu par rapport à des ensembles canoniques 


Ei. 


Portons les valeurs des dérivées ainsi obtenues dans les équations 
f= et leurs dérivées successives, elles permettront de calculer de 
nouvelles dérivées, de sorte que si l’on appelle 


E/ 
l'ensemble canonique de Z’ correspondant à E/, on aura certainement 
E/2EI. 


Supposons d’abord qu'il y ait un nombre r, au moins égal à l’ordre 
canonique n de &, et pour lequel l’un, au moins, des ensembles E,” 
soit supérieur à l’ensemble correspondant E/. Cela continuera à être 
vrai pour tous les ordres supérieurs 4 ret, en particulier, le sera pour 
un ordre s supérieur ar, à n et à n’, ordre canonique de 2’. 

Soient y‘, yi, ..., y, les indices des ensembles Ej et y}, y}, ..., 
y,_, ceux des ensembles E/. 
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Il y aura certaines valeurs de z pour lesquelles il existera, parmi 
les nombres 1, 2,..., m—1, un nombre u, tel que 


fus Vente cs fee ee Yi hs 
et pour toutes les autres valeurs de z on aura 


off al afi — nt te —.,é 7 —.,f 
/1— IV 72—Y72 ..;: Ym 2— mo) Ym-ı = Ym-ır 


En désignant par pz le plus petit des nombres p., on aura donc 
Zy=ty, HB SS lyon Ep <Eg 
Les ensembles E; sont dérivés des ensembles E}: les y‘ sont donc les 


indices des E?, c’est-à-dire les nombres fondamentaux du systeme. 
Par suite, ona 


i=q 


SH! ni (J =1,2,...,m—1). 


ix! 


Pour la même raison, ona 


i=q 
> Y; — Ch; 


ii 
finalement, on a donc, en posant m— u= y, 
| == Ln—15 | — LT ….., Li = Th, Lu < | 


c’est-à-dire 
D'< D. 


I est donc plus simple que = et, comme p’ = o, la réduction porte sur 
les fonctions arbitraires. 
En second lieu, supposons que le nombre r n'existe pas, c’est- 
a-dire que l'on ait 
E/ = Ej (€=1,2,...,93 s2n): 


l’ordre canonique 7’ de £’ sera au plus égal à n et, en prolongeant 2’ 

jusqu'à l’ordre n, les équations d'ordre n de ce système seront les mêmes 

que celles de 2. D'où résulte que & et Z’ dépendent des mêmes fonc- 
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tions arbitraires. X’ ne différera de Z que par l’adjonction d’un certain 
nombre d’équations d'ordre inférieur à 7, ce qui montre que l’on aura 


Fo <T 
et, par suite, | 
(D'< (D. 

On arrive ainsi à la même conclusion que dans le cas précédent ; 
mais, ici, la réduction ne porte que sur les constantes arbitraires. 


4. Revenons maintenant aux systèmes intermédiaires. Pour que £ 
constitue un tel système, il faut que ses équations dépendent elles- 
mêmes de certaines arbitraires et, pour cela, il faut que les équations 
complémentaires 


qui servent à le définir, aient des premiers membres dépendant d’arbi- 
traires et tels que le systeme & soit compatible, quelles que soient ces 
arbitraires. | 

On peut exprimer, d'une infinite de façons, que Z’ est compatible. 
Pour préciser, on pourra se donner arbitrairement un degré d’inde- 
termination «w’ satisfaisant à la condition 


(O' << (D 


et exprimer que Z’ est compatible avec le degré d’indetermination ©’. 

Il pourra arriver, comme nous Île verrons, qu'on ne puisse pas 
exprimer que 2’ a exactement «’ pour degré d’indetermination. Pour 
supprimer cet inconvénient, nous exprimerons que 2’ a un degré 
d’indetermination au moins égal à ©’. 

Ceci posé, la méthode générale qui se présente naturellement à l’es- 
prit pour la recherche des équations complémentaires est la suivante : 

On se donnera le nombre p des fonctions fet, pour chaque s, l’ordre 
maximum des dérivées qui figurent dans les /. Désignons, d’une façon 
générale, par y les et leurs dérivées ainsi précisées. Les / seront 
considérées comme fonctions des x et des y. Nous nous donnerons 
a priori p fonctions f des x et des y, dépendant d'un certain nombre 
d’arbitraires, et nous chercherons à restreindre ces arbitraires de façon 
que l’adjonction des équations f, =0,..., f,— 0 au systeme & con- 
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duise à un systeme X ayant un degré d’indetermination au moins égal 
amd. 

Dans ce nouveau probleme, les inconnues seront les arbitraires qui 
figuraient dans les / et l'on sera conduit à un système différentiel £” 
qu'elles devront vérifier et qui les déterminera en fonction d'autres 
arbitraires. 

Le systeme £’ dépend alors de ces arbitraires. Si Z’ a un degré d'in- 
détermination ®” assez grand pour que toute intégrale de X puisse être 
une intégrale de 2’, pour une détermination convenable des arbitraires 
provenant de £”, £’ constituera un systeme intermédiaire. 

Si, en outre, on à @”< «, on pourra dire qu’on a simplifié l’inte- 
eration de € puisqu'on est ramené à intégrer successivement I” et 
qui sont tous deux plus simples que X. 

En général, on choisira ©’ de façon que le système % soit de l’une 
des formes que l'on sait intégrer, de sorte que, si l’on n'en tient pas 
compte, on peut dire que toute la difficulté de l'intégration de = est 
reportée sur £”, ou, si l’on veut, que l'intégration de Y est ramenée à 
celle de Ÿ”. C'est pourquoi nous appellerons >” lesystéme transforme de X. 


5. On peut obtenir de bien des manières des transformés d'un sys- 
teme X, suivant la façon dont on fait dépendre les f de fonctions arbi- 
traires. 

A la fin de ce Mémoire nous etudierons, sous le nom de transformation 
par changement d’inconnues, une transformation dans laquelle on fait 
dépendre explicitement les / de certaines fonctions arbitraires des x. 

Pour le moment, supposons, pour rester dans les procédés généraux, 
qu'on fasse dépendre les f de certaines fonctions et constantes arbi- 
traires en les assujettissant à vérifier, quels que soient les x et les y, 
un systeme différentiel o. 

Soit o’ le système auquel on arriverait en écrivant, sans s'occuper 
des équations o, que les équations f = o ajoutées à Z donnent un sys- 
teme Z’ayant un degré d’indetermination au moins égal à «’, c’est-à- 
dire en écrivant que les équations f= o ont en commun avec = des 
intégrales ayant au moins ©’ pour degré d'indétermination. Le sys- 
tème transformé Z” s’obtiendra en ajoutant à o’ toutes les équations 
de c, de sorte que Z” sera, en général, plus simple que co’. 
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Mais le but qu'on se propose est d’arriver à un système 2” ayant un 
degré d’indétermination aussi grand que possible, pour pouvoir, si 
c'est possible, obtenir toutes les intégrales de Z. On arrivera à ce 
résultat en réduisant 2” à o’, c’est-à-dire en supprimant complète- 
ment 5, ce qui revient à considérer les f comme des fonctions comple- 
tement indéterminées des x et des y, assujetties seulement à la 
condition de conduire à un système Z’ ayant un degré d’indétermi- 
nation au moins égal à @’. 

Enfin, on peut toujours simplifier 2” en supposant, ce qui est per- 
mis, que les f ne contiennent aucune des dérivées y qui figurent dans 
les premiers membres des équations de? et, en outre, diminuer encore 
de p le nombre des variables indépendantes en supposant les p équa- 
tions f= o résolues par rapport à p des y qui y figurerit. 


6. Comme nous nous proposons de montrer que les considérations 
générales que nous venons de développer conduisent à retrouver 
presque tous les résultats un peu généraux que l’on possède actuel- 
lement sur les systèmes différentiels, il est bon de préciser ce que 
nous admettrons comme démontré. 

Dans un Mémoire antérieur (*), j'ai montré que le théorème de 
Cauchy généralisé fournissait tres simplement la Méthode de Mayer 
pour l'intégration des systèmes linéaires du premier ordre à une inconnue; 
nous l’admettrons. 

Comme nous l'avons déjà fait, nous appellerons systèmes de premiere 
espèce les systèmes différentiels dont l’intégrale générale ne contient 
qu'un nombre limité de constantes arbitraires. Dans le Mémoire que 
nous venons de citer, ila été démontré que tout système du premier 
ordre et de premiere espèce a une seule inconnue s'intègre par une equa- 
lion différentielle ordinaire. 

Ces deux résultats, obtenus sans faire appel à aucune théorie parti- 
culiere, sont les deux seuls que nous admettrons (?). 


— 


(1) E. DeLassus, Sur les systèmes d'équations aux dérivées particlles du premier ordre 
a une seule inconnue (Annales de l’École Normale, 1897). 

(?) En réalité, nous n’admettons que la méthode de Mayer, car le second résultat n'en 
est qu'un cas très particulier, mais qu’il est utile d’énoncer à part. 
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1. 


Etude d’une transformation particuliére. 


7. Intégration des systèmes de première espèce. — Ces systèmes sont 
évidemment les plus simples parmi les systèmes differentiels. Leur 
degré d’indetermination est celui d’un systeme d'équations differen- 
ticlles ordinaires, de sorte qu'il est probable que leur intégration doit 
pouvoir se ramener à celle d’un ou plusieurs systèmes d'équations 
différentielles ordinaires. 

Cette intégration a été déjà complètement faite par M. Bourlet ('). 
Nous allons voir que la méthode des systèmes intermédiaires va nous 
y conduire tout naturellement. 

Soit £ le système proposé, soit rn son ordre canonique et y,,ÿ2, «++, Yu 
les s et leurs dérivées d'ordre inférieur a z qui ne figurent pas dans les 
ensembles FE; par rapport auxquels sont résolues les équations de Z. 

On sait, d'après le théorème de Cauchy généralisé, que l'intégrale 
générale de X dépend de u constantes arbitraires qui sont les valeurs, 
ON LU see ny À Vis Yay ees Yu, SOlent 5, ..., y, ces valeursinitiales. 

Nous supposerons, en outre, que ces y, pris dans l’ordre y,, Ya» +, Vus 
soient rangés par ordres décroissants. 

Cherchons à former un systeme intermédiaire Z’ ayant en commun 
avec 2 une intégrale dans laquelle on pourra se donner arbitrairement 
les valeurs initiales de y,, ..., yy, c’est-à-dire une intégrale dépen- 
dant de a — 1 constantes arbitraires. 

Pour cela, nous devrons ajouter à Z une équation complémentaire 
d'ordre a — ı et de la forme 


Yi- G(X, cs Tms Vas Vas ss Yu) = 0. 


En cherchant à mettre 2’ sous forme canonique, les équations d’in- 
tégrabilité se réduiront toutes à l’ordre n — 1 au plus, en vertu des 
équations d'ordre 2 de X. Ces équations devront être des consé- 


(1) Bourtet, Sur les équations auc dérivées partielles simultanées qui contiennent 
plusieurs fonctions inconnues (Annales de l'Ecole Normale, Suppl. 1891). 
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quences algébriques des équations auxiliaires de Let de y, — 9 = 0, 
sans quoi X aurait une intégrale générale qui dependrait de moins de 
u — 1 constantes arbitraires. 

Nous devrons donc prendre les équations 


0 N 
— (y)— 9) =O — 
Ir, (, ! 7 ? Ou's 


'ı 9) 0 ... —— (1)ı —3).O 
(41-9) =o je (Ie) = 


les développer, y remplacer ensuite toutes les dérivées d'ordre a ct 
les dérivées d'ordres inférieurs et autres que y,, .... y, par leurs 
EXPFESSIONS EN Lise. Lin» Yar res Yu fournies, par Let y, — 5 —0, et 
exprimer que les nouvelles équations ainsi obtenues sont des identités 
quand on y considère &,,..., Ems Vas... y comme des variables 
indépendantes. 

Ces équations constituent un systeme linéaire et du premier ordre, x", 
que doit vérifier la fonction 9. 

D'après la théorie générale de ces systèmes, on commencera par 
ramener l'intégration de 2” à celle d'une seule équation qui sera encore 
linéaire et qui, par l’application du procédé bien connu, s'intégrera 
par un systeme d'équations différentielles ordinaires. 

Nous allons montrer que le systeme X” est compatible, admet une inte- 
gra'e generale dépendant d'une fonction arbitraire de w — 1 variables et 
est, tel qu'on le trouve, sous forme canonique. 


Soit 
31 = Z, (x, er Ton ve, .. u)» 
Sa Ly (yy ee, Eu ir sen u) 
eure c ee cee ee eee eee eee eees , 
Sy Mg (X45 es Vind J'y eee JU) 


l'intégrale générale de X. Par dérivation, on en déduira 


— V , . 0 0 
Yı — ¥,(.c,, co eg l'y Vis Ju) 


N — Y: (Ts ss Ling an .. ya) 
Yu Vallis Cm Mir pe 
Deterininons y} par une équation de la forme 


Ji OS JR). 
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Posons, pour abréger, 
Vers ss To Yd .. vu) — Yilrs, cs Ty LES, .. +5 Made dos .. Vals 
et considérons les équations 


._ vt , . , > 
VeVi (ty es dus JU es WB 


Pme rf # L2 
Fan Y,(rs cos dns VS cr JE 


qui définissent une intégrale I de & dépendant des u — 1 constantes 
arbitraires y}, ..., Yu» valeurs initiales de y,, ..., y,. Pour x°,...,x,, 
les Y;sc réduisent respectivement aux y’, sauf le premier qui se réduit 
ol Al A 
UY (Yar eer Ya). 
Le déterminant fonctionnel 
D CVs, Yi ee, Yu) 
D (Yas Vas 30) 





a 


se réduisant alors à 1 n’est pas identiquement nul, de sorte que, des 
équations 
Pa Ye eV, 0040 MV 


on pourra tirer 


y= 0 (T4 eeeg Ling Ya ..., Yu); 


el, en portant dans y, = Y,, on aura une équation 


my; (21; oo ey Ty Y3> 7 Yu) 


vérifiée par l'intégrale I, quelles que soient les valeurs y}, ..., 74. 


C’est une équation de la forme 
J'i = @( 4, ss «Uno Ye» ..., Yu) 


et ayant en commun avec & une intégrale I pour laquelle on peut se 
donner arbitrairement les valeurs initiales de y,, ..., ya. ® est donc 
solution de Z”, de sorte que Z” est compatible. 

Nous venons de trouver ainsi une infinité de solutions de £” et cha- 
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cune d'elles correspond à une fonction arbitraire 


by}, +. JR) 


Considérons la fonction 
YO +. Ju) 


et cherchons ce que devient ® quand ony faitx, —x,...,æx,—x,, 
Dans ces conditions, nous savons que ® se réduit à 


VCY3, Yu) 


et que Y,, ..., Y, se réduisent respectivement à y,, ..., y,, de sorte 


que ® se réduit à b(yo, ..., Yu). 


La fonction Ÿ(y:, ..., Ya) est donc la valeur initiale de ® en 
Lycos Ty 

Les m équations du systeme £” sont ohtenues directement sous la 
forme 


— =U,, — —U,, ..: 97 = U,,, 


OL m 





U,, U,, ..., U„ étant des fonctions des x, de y,,..., Yu, de © et des 
autres dérivées de 9. 

Ce systeme est forcément canonique, car, s'il ne \ etait pas, il don- 
nerait naissance à de nouvelles équations et n’admettrait pas d’inte- 
grales pour lesquelles on pourrait se donner arbitrairement la valeur 
initiale pour æ, = 2, ..., 2, = x, ce qui est contraire au résultat 
qui précède. 

Les propriétés annoncées du système £” sont donc démontrées et 
nous constatons que Z” a un degré d’indetermination plus élevé qu'il 
n'est nécessaire pour obtenir toutes les intégrales de x. 

Pour intégrer £’, nous devons, comme nous l'avons déjà dit, rame- 
ner cette intégration à celle d'une seule équation au moyen du change- 
ment de variables de Mayer; cette équation, à son tour, s'intègre par 
un système d'équations différentielles ordinaires que nous appelle- 
rons o” et qui est formé de pw équations. 

Soit V une intégrale de ce système o”, il en sera de même de V — a, 
a étant une constante arbitraire, de sorte que, si nous supposons que 
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V contient effectivement 9 et si nous revenons aux variables primi- 
tives, nous aurons une équation 


T ° , — 
Vix, .oog Tiny Os Vas sero Yu) =a 


définissant une fonction > dépendant d’une constante arbitraire et 
solution de XZ”. 
Je dis qu'au moyen de l'équation complémentaire 


yı =9(2, sey Tin a, Yo ce ey Yu) 


ainsi obtenue, nous pourrons, grace à la presence de a, obtenir toutes 
les solutions dex. | 

En effet, cherchons l'intégrale de & qui, pour x, ...,2),, a pour 
constantes initiales Y\, ..., Yu. Il faut chercher l'intégrale de Z’ qui 
correspond aux constantes initiales, y,, ..., yy, et déterminer a de 
façon que cette intégrale soit précisément celle que l’on cherche. Il en 
sera certainement ainsi, si, pour cette intégrale, la valeur de y, en 
xi, ..., æ, est précisément y,, c'est-à-dire si l’on a 


y3 =p(xt, ..; Ts A, Ja yes Ya)» 
ou plus simplement 
a V(X, ey Tha Ji Jr ce. Vad 


On est donc ramené à intégrer & dont les équations contiennent 
une constante arbitraire; a &, on peut appliquer la même méthode ct 
continuer ainsi en faisant chaque fois disparaitre l’un des y que lon 
peut prendre arbitrairement, et l’on ne sera arrêté qu'au moment où 
l’on sera ramené à un système ne contenant plus qu'un seul y arbi- 
traire, qui sera la valeur initiale de 5, par exemple. 

Le systeme sera alors de la forme 


sar = Ut 2 = Un .., 39 = Un 
51 __ 175 
da, “Ur 
02; m 
da, Ut 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Juin 1897. 27 
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tous les U étant des fonctions déterminées de x,,æ,, ..., Lm, 3, et de 
de  — 1 constantes arbitraires. 

Il ne reste plus qu’à déterminer 3, : pour cela on remplace 3,,...,:, 
par U,, ..., U, dans U;, ..., U” et l’on a un système du premier ordre 
et de première espèce en z,, dont l'intégration se ramenera à celle 
d'une équation différentielle ordinaire et introduira une nouvelle con- 
stante arbitraire. 

En employant un langage, consacré par l’usage dans la théorie des 
systèmes du premier ordre à une inconnue, on peut dire : 

L'intégration d'un systeme de premiere espèce, dont l'intégrale gene- 
rale depend de constantes arbitraires, se fait par des équations differen- 
tielles ordinaires et exige les opérations d'ordres successifs 


Ms BI, ..., 2, 1 

Conformément aux idées émises au début de ce Mémoire, nous con- 
statons que le degré de difficulté des opérations à effectuer pour arri- 
ver à l'intégration ne dépend que de pu. Autrement dit: 

Deux systèmes de première espèce, ayant le même degré d'indetermi- 
nation, s intégrent par des operations du même ordre. 

La méthode d'intégration ainsi obtenue est distincte de celle indi- 
quée par M. Bourlet. Ces deux méthodes ne conduisent pas aux mêmes 
calculs, mais les opérations successives qu'elles exigent sont du même 
ordre. 

Prenons comme exemple un cas très simple déjà traité par 
M. Bourlet et qui permettra de faire la comparaison 

0? 5 Of(s) 03 03 
dx OY —~ ds ? dx dy 


I 








a etant une constante. 
Ce systeme se met immediatement sous forme canonique 


0? 3 of 03 03 


Oat * Oa’ 0x dy’ 
oz _ of 
Ox Oy 0: 

ds _ 1 of. 

dy? a Os’ 


il y a deux constantes arbitraires q° et 2°. 
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Ajoutons une équation complémentaire 


- 
LA 


dy —o(x, y, 5). 


On aura le système 2” 


Of _ 99 09 

Qs Ox +405 ’ 
1 Of _ 99 99 
a 03 oy 02 


Il n’est même pas nécessaire, pour en avoir une solution dépendant 
d’une constante arbitraire, d’appliquer la methode generale; on voit 


immédiatement que, en supposant 9 indépendant de x et y, les deux 
équations se réduisent à une seule 


1 Of _ 99 


ads ° ÿz 


qui s'intègre immédiatement et donne 


= Vera +6. 


On est ramené à intégrer le systeme 2’ du premier ordre 


Ezay/2sa+t 


Os I. 
dy — V/E N=) +6, 


dont l’intégrale générale est évidemment 


dz , 
= arty + C"!. 
er 


Remarquons, en terminant ce paragraphe, que l'application de la 
méthode n’exige pas que & ait été mis sous forme canonique, mais 
seulement qu’on ait déterminé toutes les équations jusqu'à l’ordre » 
où l’on a toutes les dérivées de toutes les inconnues. 
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8. Transformation particulière dans le cas général. — Puisque les 
systemes de premiere espèce s’integrent par des équations différen- 
tielles ordinaires, il est tout naturel maintenant de chercher les sys- 
temes intermédiaires de premiere espèce. On les obtiendra en écrivant 
que les équations complémentaires ont, en commun avec le système 
proposé, une intégrale dépendant d’un nombre limité de constantes 
arbitraires. 

Nous allons particulariser encore un peu plus en procédant de la 
facon suivante : 

Soit Z un système canonique que nous supposerons n'être pas de 
première espèce. Soit n son ordre canonique et y/ ses nombres fonda- 
mentaux: 

Supposons qu’on le prolonge jusqu’à un ordre n’ supérieur à n et 
que, dans X”, on désigne par 7,, 72, ... les dérivées par rapport aux- 
quelles sont résolues les équations; par n,, n:, ... les dérivées d'ordre 
inférieur à n’, autres que les précédentes, et dont les valeurs initiales 
sont fournies par les fonctions initiales; par §,, &2, ... les dérivées 
d'ordre inférieur an’, ne figurant pas dans les premiers membres, et 
dont les valeurs initiales ne sont pas données par les fonctions ini- 
tiales, et enfin par ¢,, [,, ... les dérivées d'ordre n’ qui ne figurent 
pas dans les premiers membres. Soit N’ le nombre des €. 

Au système = nous ajouterons p équations complémentaires (p<N’) 
d'ordre n’, auxquelles on pourra toujours supposer la forme sui- 


vante 
= pri, cory Liny Sry 3% cs Dis Nays - 22, Gp+ts Sp+es ...), 


Ge = 92(21; „9 Cm Ets Es sp hry Nae : „pri Ip+2 .. .)» 


Cp — PDp(Ti, cs Lms En Gas ss Nr Nay > ey Cp+ts Sp+s .. +); 


et nous imposerons aux fonctions 9 la condition que ces équations 
complémentaires ne donnent dans Z’ aucune équation d'ordre égal 
ou inférieur à n’ distincte de celles de £ et des équations complémen- 
taires. 

Soit &” le systeme différentiel ainsi obtenu pour déterminer 9,, 


Dar ...;,; 0)» 
D'après le théorème de Cauchy généralisé, il faut, pour déterminer 
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une intégrale de X, se donner certaines fonctions et constantes ini- 


tiales. 
Par hypothèse, les constantes sont les valeurs initiales 57, 4%, ... 
rt 0 0 
des § enz,,..-,2,,- 


Les fonctions initiales sont de la forme suivante : 


OV AY yt Yat a 5; _ 
yt yh vin a (o£ a; <7;); 
r= art, ed 


reat Oris... xt Ox, 
désignons-les par 
Bull, Em): 

Posons 

Bi = Yi Ya eb Hj + OY 
© donnera les valeurs initiales de dérivées qui seront toutes d'ordre 
3, au moins, de sorte que si l’on développe O,: en serie ordonnée par 
rapport aux puissances de æ;,,—x,,,..., Æn— æ,, et Si l'on sépare 
les termes qui sont au plus de degré n’ — ß;, on aura 


aj = Pai + bai 


et les coefficients du polynome P,: seront les valeurs initiales de cer- 
tains 7 et de certains €. Quant à ceux de di, ils ne seront jamais que 
des valeurs initiales de dérivées d'ordre supérieur à 7’. 

En prenant tous les coefficients des polynomes P,:, nous obtien- 
drons les valeurs initiales de tous les n et de tous les €. 

Supposons alors qu’on se donne arbitrairement un systeme de va- 


leurs initiales 
Ets Enr er 1, 9, cer SE on 


pour les &, les net les €. 

Les polynomes P,: seront déterminés par cela même; donnons-nous 
arbitrairement des fonctions 0,1 assujetties à la condition d’être deve- 
loppables au pointæ®,,,...,x,, et de s’y annuler, ainsi que toutes leurs 
dérivées jusqu’à l’ordre n’— B5. Ces fonctions 0,: pourront, si l’on 
veut, dépendre des constantes arbitraires &°, ...,n%,...,0%,.... 

Nous avons ainsi formé un systeme de constantes initiales &, &},... 


et un système de fonctions initiales 


Ba! (2415 . Em Es E85 ° cs Ni Nos . +9 Sts S25 )- 
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Le théorème de Cauchy, généralisé, montre qu'à ce système de 
constantes et fonctions initiales correspond une intégrale de £. Cette 


intégrale dépendra des constantes arbitraires &%,85, ... 


cy ©. Elle sera constituée par un systeme de formules 


2. =, (2 .. 


32 =Z(z,,. 


d'où, par-dérivation, 


E, = H,(2x,, .. 
&=H,;(r,,.. 


Nn,— K,(z,, .. 
N= K,(2,.. 


Gi = L(x, .. 


ss Um Ey, EL ... 


on tirera 


ey Ems ET, ES .. 


y Ts ES, ES, .. 


y Umy Et, Et, ... 


+9 Im EC, ES .. 


“3 Lm, Eo, 39 ... 


Im Ets ES soe 


min .. 


se) Tmr Es Eds ce 


MN: 


+979, 9s -- 


tn. 


0 0 
oo Ty Nes 


asta Stee 
BESTE Tem 


1 ety C8, eee 
9 Oty I Fee 
RITES 


6,60, 


oy Oey Gos eee 


0 0 
> Mir Masse. 


et, d’après la façon même de former les fonctions initiales @,;, on sait 
d'avance qu'en faisant x, —x,,...,æ, = &%, H,, Hy, . 


respectivement à &, 
s 0 0 

À Mis Mao: 
0 


22 °°° 


ro 
9? 


.., K,,K3,... 
., et enfin L,, L,,.. 


.. se réduiront 
se réduiront respectivement 
. se réduiront respectivement à ©". 


Considérons une intégrale plus particulière [, obtenue en assujettis- 
sant les constantes arbitraires à vérifier les p relations 


= Pi(ëis Er 
+ = VW, (ES, ES, .. 
P= p (ass Es. 


Pour cette intégrale, les fonctions H,, H,,.. 
deviendront des fonctions H,, H,,...,K,, K,,..., L,, L,, . 


oe ey MNS, ee 


0 0 
«sy Nyy Nas .. 


nono, 


+ Oper Spas ce 


or Ober peas <<: 


«> Chess Chess eee e 


°9 K,, Ky, . 


LE, 


.. de æ,, 


Lo, ...,3 Im Ee, Ee, ..09 N Na .., (QE ope? eeeg et pour x, —= x, ees 
Lm = Ca, les fonctions H,,H,,... se réduiront respectivement a £°, 


ro 
age °° 


., les fonctions K,, Kj, .. 


. se réduiront respectivement à n°, 
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Ny» --+» les fonctions L,,,, L,,,,... se réduiront respectivement a 
° , , ‚ , e 
pri? peus sey et enfin les fonctions L;,L,,...,L, se réduiront respec- 
tivement à WY, Y,, ees ‚W,. | 


Il en résulte que les équations 


E = H, Es = Hy, way Ni =K;, n: = Kj, un 
pri — Lowa Cp+2 — L,,,, 


0 


A » 4 r 
pourront être résolues par rapport à &, 6), ..., Nos Nos vers Ger Gras 


et donneront les expressions 


f 


E = Mi, &; — H;, sey ni = Kj, n= 2? ung 


0 — IT’ 0 — I’ 
pri — L,,1» Opts — Lisa ..;: 


les H”, les K” et les L” étant des fonctions de x,,...,æ,, E,,€,,..., 

Tiss Nave ++ Gover Gpear s+ Qui, en x,..., 0°, se réduisent respective- 

ment &&,, Bar ..., Mis Nave ses Gpetr Gpeay vers 
Portons ces valeurs de &, 7, ..., 4°, n°, .--> 


équations 


0 0 


pri? Spare dans les 


6 —=L;, &—L,, voy &,=L, 
nous obtiendrons des équations 


6: = ®, (Ti, ey Km Ey, es, es Hy Ney - ., Gp+1 Cp+t .. .)» 


ba = ®, (2, .. > Umy Ets Es, .. » Nh» N» .. 9 Gp+1s Cp+as .. -)» 


Gp = ©, (2, sey Tms Er Es, es Nh» Ney -- +» Gp+1 C p+ .. -)s 


qui sont bien de la forme imposée aux équations complémentaires et 
qui seront vérifiées par l'intégrale I. Prenons-les comme équations 
complémentaires, elles ne pourront jamais donner, dans 2’, une équa- 
tion d'ordre égal ou inférieur a7’ et distincte de celles de Z, car une 
telle équation se ramènerait à la forme 


F (2, . 09 Tms brs Say es Nyy Nas - : 9 Gp+1s Sp+2» .. .)=0, 


de sorte que l’on aurait, quels que soient 87,8%, ..., m4 Nos «++» Spot 


0 
p+2? ..., 


‘ 4 
F Vr» ss Dy 1 Hy, ...y Ki, ax ces Lpstss Lose, ---) =O. 


216 ET. DELASSUS. 


Il y aurait donc entre Hi, H,,..., K,, Kj, ..-. Losi L,.,..., consi- 


I 
dérées comme fonctions des variables indépendantes &°, £°, ..., 
Tes Nase Spats Speer ++) une relation indépendante de ces variables; 


autrement dit, on aurait tdentiquement 


D (Hi, Mi... Ki, Rd... Lossy Loy ce.) 


hy us — 0 
D (Es Ets cs My Mo, ces Spats Span - - -) ! 


ce qui est faux puisque, pour x, =x,,...,æ»h—x,, ce déterminant 
fonctionnel se réduit à l’unité. 

On en tire immédiatement cette conclusion que les fonctions 
D,,®,,...,®, constituent une intégrale du système £”, de sorte que ce 
système &" est compatible. 


9. Etudions de plus pres la dépendance de X et X”. 
- Convenons de désigner, d'une façon générale, par I, toute intégrale 
de Ÿ dépendant de ¢ constantes arbitraires 


0 70 0 0 0 0 
Eo oes ...y Vis ag ... Cp+1s Spas 


qui seront supposees être les valeurs en x°,...,æ, de &,,5,,...,n,, 


Yas 222, pris Spear . 


Soit p,,92,...,9, une intégrale de Z”. Le systeme 2’ qu'elle deter- 
mine admet au moins une intégrale I et, pour cette intégrale, on aura 


0 — pO 0 50 fo 0 0 yı yo 
= 91 (24> ee «y Dy reba . ses 19 Nas …. Sp+ls Sp+2s ee -)y 
0 __ 0 0 Fo € 0 0 0 0 
Oe Pe(Tis es Im 61» See oe ea Nyy Ne» ee eg Chats Cp+2s weedy 


0 _ 0 0 0 *0 0 0 yo 0 
Gp Dp(Tis ° wea Dray Eds Cg» 9 Nis Nay ..s Sp+i» Gp+2 weedy 


c'est-à-dire 
OW, ce WF, Lane Co Fp, 
les W étant des fonctions de Ei, 83» +.» n°, Man +++» Spats Spree vee 
En outre, par différentiation, on trouvera, pour cette intégrale I, les 
fonctions @,: qui dépendront, en général, des x et de &,&,..., n°, 


0 0 70 
Ne» 9 Sp+i? Sp+129 °° °° 


Au moyen des fonctions et de ces fonctions O, nous pouvons 
former des fonctions ®,, ®,, ..., ®, solutions de Z” et donnant un 
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système £’ qui admettra l'intégrale I, je dis que l’on a identiquement 


1—®,, D: — ®,, sey Op = D. 
En effet, l'intégrale I vérifie les équations 


»— 9 == 0, un Cp — Op = 0, 


et, par conséquent, les équations 
O1 —®,=o, O3 — D, 0, Lees on —”,=0, 
qui sont toutes de la forme 
Fix, - Cons Eis bay ee es My Nay - + +9 Spats Spear - - -) =O 


et nous avons vu plus haut qu’une intégrale I ne peut vérifier une telle 
équation. 
Les équations 


91 — 9, =0, 92 — D: —=0, wey Op— D,—=0 


sont donc des identités. 
Nous arrivons ainsi au résultat suivant : 


Les formules donnant l'expression generale des systèmes de fonctions ® 
constituent l'intégrale generale de X’; 


et, par suite, 


Si Von sait intégrer X, l'intégration de 2” s'en déduit par des calculs 
algebriques. 


On pourrait chercher a étudier a prior: le degré d’indetermination 
de £” en étudiant la généralité des fonctions D, mais cette étude 
semble tres difficile et n’offre qu'un intérêt relatif. Il est néanmoins 
intéressant d’avoir une idée de la grandeur de ce degré d’indétermi- 
nation pour le comparer à celui de Z. 

Supposons, ce qui est le cas général, que £’ soit de premiere espèce 
et admette une seule intégrale I. A chaque intégrale I de ZX corres- 
pondra une, et une seule, intégrale de £”; deux intégrales I ne pourront 

Ann. de U Fe. Normale, 3° Série. Tome XIV. — Juin 1897. 28 
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jamais donner la même intégrale de x”. Or, pour déterminer une inté- 
grale I, 1] faut se donner arbitrairement les fonctions W de v variables 
et les fonctions @,: de m — j + v variables, ces fonctions étant assu- 
jetties toutefois à quelques petites restrictions. Il figurera donc, dans 
l'intégrale I, toutes les fonctions arbitraires qui figurent dans l’inte- 
grale générale de 2; mais, dans chacune de ces fonctions, on aura 
augmenté de v le nombre des variables indépendantes et, en plus, il v 
aura encore les p fonctions arbitraires de ¢ variables. 

Ces remarques suffisent pour faire prévoir que le degré d’indetermi- 
nation de &” sera, en général, beaucoup plus élevé que celui de = et, 
en outre, le nombre des variables indépendantes y sera plus considé- 
rable. 

En faisant varier 7’ et p, on aura une infinité de systèmes Z”. A cha- 
cun d’eux on peut appliquer le même procédé qu’à 2, ce qui donnera 
une infinité de systèmes qu’on peut représenter par (2”)? et ainsi de 
suite. Donc : 


A tout système & correspond une infinité de systèmes 
2”, (Zr, (Ir, .…, 


a un nombre de variables de plus en plus grand, d’un degré d’indetermi- 
nation de plus en plus fort et dont l'intégration se déduit de celle de X par 
des calculs algebriques. 


Pour Papplication de cette propriété, on peut faire une remarque 
générale : 

Pour former les expressions générales des fonctions ®, nous devons 
prendre toutes les intégrales I, c’est-à-dire prendre de toutes les façons 
possibles une intégrale I contenant ¢ constantes arbitraires, qui sont 
supposées être les valeurs initiales de 


Es, Es, oe 89 Nis Nas...) pri, Gp+2 ..0.. 


Considerons, d’une facon plus generale, une integrale J contenant 
constantes arbitraires d’une façon quelconque. 


Soient 
Ai, Gey «++ Gye 


Les expressions de Ë,,Ë6,,..., mis Na, ..., Gpsis Cp+as +++ Seront des 
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fonctions de 2,,....2m, @,,@,,.-..,a, qui, en général, ne seront liées 
par aucune relation indépendante des a; de sorte que les a pourront 
être déterminées en fonction des valeurs initiales &°, &),....4°, 72, -..; 
Gps Guen... Supposons les a exprimées au moyen de ces valeurs, il 
faudrait ensuite éliminer ces constantes initiales entre les équations 
donnant £,,Ë,,..., mis av +++ Gus Gpeavs++y et celles qui donnent 


Cir Gav 220, Gps Ce qui revient plus simplement à éliminerles constantes a 


entre ces équations. 
Comme exemple, prenons le système & formé par l'équation unique 


do? 3 


0x dy 





et ajoutons-lui deux équations complémentaires du second ordre 


0? 
Ox? = U (zysp), 
0°?3 
Oy? = V(xysp), 


le systeme 2” sera ici 


3 q oy 909 
OV 1 OV U OV 
05 pox pop 


C’est un systeme de M™ Kowalevski dont l’intégrale générale dépend 
de deux fonctions arbitraires de quatre variables, fonctions qui sont 
les valeurs initiales de U et V pour 3 = o. 

Il est facile d’avoir l’intégrale générale de 2”. 

Une intégrale I sera ici 


s=X(ar,a,b,c)+Y¥(y, a, b,c) 


qui donnera 
p=X’' (2,4, b,c), 


q — yY (Ys a, b, c). 
Si l’on élimine a, b, c entre ces trois équations et 
U = X"(z,a, b,c), 


on aura l'expression de U. 
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En éliminant a, b,c entre les trois mêmes équations et 
vV-yY’ (y a, b, c), 


on aurait l’expression générale de V. 
Changeons de notation et considerons le systeme 








Re ee | , 
Ox, Xs Or; IL; Or; 
Os, _ 1 O3: 3, 05, 
Ov, XL, Or, Ts OT, 


que nous continuerons à appeler Z”. Son intégrale générale sera de- 
finie par le système d'équations 


z—F(2z,a,b,c) +®(r,,a,b,c), 


TT ns ee x — mn 
u , _ — ? 


Considérons Z” et ajoutons-lui les équations complémentaires 





ES = U.(2, Loy Lys Lio Los 545 Sr)» Ir — V,, 
Dee = Wat Las Lys Vy, Vs, 51, 3), Sat = Va 
= = U(z, Loy Las Lys 7, 34, 52), ie —V,, 
oe = Us (21, Lay Lay Lye ds 51, 52), Tz, = V.. 


a 
4 


Nous arriverons à un systeme &”? à huit inconnues et sept variables. 
Ce systeme est très compliqué, il est inutile de le former ici. Néan- 
moins nous pouvons facilement former son intégrale générale. Rela- 
tivement à Z”?, les intégrales I de =” ne doivent contenir que deux 
constantes arbitraires, car les &, les n et les © se réduisent à 5, et s.. 

L'intégrale générale de Z”? sera donc constituée par les équations 
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simultanées 
di F(r.,a,b,c,d,e) + ®(r,.a,b,c,d,e), 
(0 nn, ow 
Ton > 0x, 
vr 2@ 
(2) 31—= ori? gg 
urs (Me 2 Ode TR (Mm, 0, de 9e 
Or, O02, 0a Ox, db dx, de’ dx? \ OL, da OL, db dr, de! OX} 
u=( de 0, 0 0, de v)®r, (+, ae 
Or; da dx, 0b dx, de OX} Jc; Or; da IX; db dr; Oc! Ov} 
(E29, OVER, [10,0 0, de 2 oe, 
Or, da Ox, db dx, de! dx: Ox, da x, db dr, dc da; 
ul M, DL DMR yl ed ah ode Dae 
| Ox; da Ox, db Ox; de) Ox? 5 Ox; da dr; db dr; de! 0.73? 


ce qui signifie que des équations (1) on doit tirer a, b, c, en consi- 
dérant d et e comme des constantes : on trouve ainsi pour a, b, c des 
fonctions de &,, æ,, x,, æ,, X,, d, e, puis porter ces valeurs dans les 
équations (2)et(3); des équations (2) ainsi transformées, tirer dete 
et porter dans les équations (3). On peut ramener ce système à un 
systeme ordinaire où il suffit d'éliminer des inconnues sans les dis- 
tinguer. Pour cela, on prendra comme inconnues auxiliaires les dé- 
r'IVÉES Ay, Ay, Ay, Ass Vas da, dis Dr Cas Cy, Cy, C3, de a, b, c par rapport 
A Las 0, Li, X,, nouvelles inconnues qui seront déterminées par les 
équations qu’on obtiendra en dérivant les équations (1) par rapport 
À Lys Ly, Lys L;, en y Considérant d et e comme des constantes; les 
expressions de U,, U,, U;, U,, U;, V2, V3, Vs, V, contiendront 


Ti Ta, Ty, Tu I's, S19 22, a, b, C, d, e, 


Ag, A;, Ay, A; D, bs, by Os, Cay Css Cy Css 


et il faudra y remplacer Jes dix-sept quantités 


a, b, C, d, Cy, Gay Az, A, A; b,, bs, b,, b;, Cas Czy Cor C5 


par leurs valeurs tirées des cing équations (1) et (2) et des douze 
équations obtenues en dérivant les trois équations (1) par rapport à 
Tr; L 3) X X... 


> 
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L'intégrale generale de &”? est alors sous la même forme que celle 
de £”. On pourrait refaire sur elle le même raisonnement et former de 
la même façon l'intégrale générale d'un système £”? et ainsi de suite. 

On peut, dans certains cas, présenter ces résultats d’une autre facon. 

Considérons une équation de second ordre à deux variables 


s=f(ry:pq) 
ajoutons-lui deux équations complémentaires du second ordre 


r—=U(zyzpg), 
t=V(zyzpg), 


le systeme 2” sera ict 





dU OU aU _ of of of 
dy To lp" 5 = 97 +p +1 Sg’ 
of of . ,0f vY — OV OV OV. 
dy 10s ‘Sop + oq — = op tgs TUS tS Qu 


de la premiere on tire 
if df AU AU „UN, 
v= zul +P 96 +" op Tu dy 5: 1%) 
dq 


en portant dans la seconde on obtiendra une équation E du second 
ordre à l’inconnue U et aux cing variables x, y, 5, p, g; équation qui 
sera linéaire par rapport aux dérivées du second ordre. 

Si l’on sait intégrer l'équation s = /, on saura en déduire l'intégra- 
tion de E. Ainsi, à toute équation du second ordre et à deux variables 
que l'on sait intégrer, correspond une équation du second ordre et à 
cing variables qui s'intègre en même temps. 

Par exemple, en partant de l'équation simple s = 0, nous arrivons 
à l'équation 


(ju + 2 SP) ( FU | AU PU ) 

Ox, *Ox,) \ 02,02, ‘02,02; 0x0; 

_ dU/ AU aU aU aU HU 
= 5a, (dada, + ded, + dean + 002, 2) 


Et nous savons que son intégrale générale s’obtient en éliminant a, b,c 
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entre 
rt —=F(r,a, b,c)+®(r,, a, b,c), 
u]: „._ 9® 
= Oa,’ IT Or, 
oF 
U or, 


10. Nous avons vu comment, de l'intégration de X, on deduisait 
celle de £”. Proposons-nous maintenant la question inverse. Supposons 
qu'on sache intégrer &” et cherchons comment celle de Z en résultera. 

Il nous faut naturellement supposer que le système intermédiaire X 
soit de ceux qu'on sait intégrer. Nous ne savons intégrer, comme sys- 
teme d’ordre quelconque, que les systèmes de première espèce. 

Nous supposerons donc que Z’est de première espèce. En général, il 
en sera ainsi si Z n’est pas un système choisi d’une façon particulière. 

Par exemple 2’ sera toujours de première espèce quand on prendra 
p = N°. 

Soit I, une intégrale de Z déterminée par des constantes et fonctions 
initiales comme l'indique le thévrème de Cauchy généralisé. Pour I,, 
les fonctions ®,; seront des fonctions que nous appellerons 64: et les 
constantes désignées par &°, 7, ..., N» Nye ..., & ©, -., auront les 
valeurs Et, Et, ..., nt, me, eee Ci Ch, .... 

Chaque intégrale J de &” détermine un système & et, par conséquent, 
une intégrale I et réciproquement ; étant donnée a priori une intégrale], 
il y a toujours une intégrale J qui la fournit. 

Le problème revient donc à déterminer une intégrale J telle que l’in- 
tegrale I qui lui correspond contienne l'intégrale T,. 

Ce problème peut se résoudre d’une infinité de manières. Une inté- 
grale I est déterminée complètement quand on se donne les fonctions 
0. et les fonctions W,, ..., W,. Pour que cette intégrale contienne I, il 
faut et il suffit que, pour une détermination convenable des constantes 
arbitraires qui y figurent, ses fonctions et constantes initiales se ré- 
duisent à celles de I,. 

Supposons que les constantes arbitraires figurant dans 1 soient 
celles qui ont été désignées par 


Elo Ego ces My Mas ces Gp hrs sees 


224 ET. DELASSUS. 


I faudra qu’en donnant a ces arbitraires les valeurs 
Ete Sax ces Mis Nhs ces Chars Chr 


les fonctions 4. se réduisent aux fonctions 9; et que les fonctions 
#,,...,#, prennent respectivement les valeurs (), ..., C,. 

Il ya une infinité de façons de prendre les fonctions 0,; et les fonc- 
tions W satisfaisant à ces conditions. Chacune d’elles fournira une inté- 
grale I contenant I,, et chacune des intégrales I fournira une inté- 
srale J. Donc : 


Étant donnée une intégrale I, du système £, il y a une infinité d’inte- 
grales J du système X” qui permettent de la calculer. 


Parmi toutes ces intégrales J, il est naturel de prendre celle qui est 
déterminée de la façon la plus simple; on l’obtiendra évidemment en 
prenant pour fonctions 9,; les fonctions 0,; elles-mêmes, et comme 
fonctions W les constantes ¢), Gy, ..., Cr. 

Soit J’ l'expression générale des intégrales J ainsi obtenues, c’est- 
a-dire en laissant arbitraires les fonctions 003 et les constantes C', 
Coe eee Ce 

Si l’on ne tient pas compte des constantes arbitraires qui entrent 
dans J’, on peut dire que le degré d’indétermination de J’ est moindre 
que ®” puisque J’ ne contient que des fonctions arbitraires de m — 1 
variables au plus, tandis que l’intégrale générale de Z” contient des 
fonctions arbitraires de n +» —1 variables. J’ est donc une intégrale 
très particulière de Z”. Done: 


Pour intégrer X, ul n'est pas nécessaire de savoir trouver toutes les in- 
tégrales de X", il suffit d'en connaitre l'intégrale particulière J’. 


Ce résultat conduit à une conséquence intéressante relativement 
ab”. 

Supposons qu'on connaisse l’intégrale particulière J’, on sait alors, 
par des équations différentielles ordinaires, intégrer complètement 2 
et il en résulte, sans aucune nouvelle intégration, la connaissance de 
toutes les intégrales de Z”. Ces systèmes possèdent donc la propriété 


suivante : 


Des que l’on connait l'intégrale particulière J d'un systeme 2’, on 
q 5 
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peut, par des equations différentielles ordinaires, en déduire l'intégrale 
generale de ce système. 


L'intégrale J’, que nous avons choisie, est commode parce qu'on 
voit immédiatement son degré d’indétermination, mais elle n’est pas 
la seule à posséder la propriété précédente. On obtiendra une infinité 
d’intégrales J’ en procédant comme il suit: 

Choisissons arbitrairement des fonctions 


Ent (Ty sty oo eg Xmy Ee, ES, ...: N‘, ns, ...; rn Cha .…, El, &, eeey n1,n}. ecg Chris Gp+2 ...) 
assujetties à s’annuler identiquement si l’on y fait 


Beh Beh onen en 
— — vi 
Che — Cpe pee — pres tre 


et des fonctions 
(ET, ES, .., Ni» ny; re) nr Gps) oe cy 1» Es; co ty ni,n!, sey Cpe Cp+es .. .) 


en nombre p et également assujetties à s’annuler identiquement dans 
les mémes conditions que les précédentes. 
Les fonctions | 
9a; = Oy; + Fai 
hit pair a Vp = Sp + Xp 


définiront une intégrale I, laquelle contiendra I, et conduira à une 
intégrale J’ contenant les fonctions arbitraires 0,: et les constantes ar- 
bitraires Ei, Ei, ..., mi, ni, ..., Ci, Ch, .... 

On pourrait définir d’une fagon encore plus générale les intégrales 
J’, mais ce qui précède suffit pour nous montrer que ces intégrales J’ 
ne sont pas des intégrales d’une forme particulière, mais seulement 
des intégrales contenant des arbitraires en nombre suffisant pour 
qu’on puisse considérer certaines quantités (fonctions ou constantes), 
formées au moyen de J’, comme complètement arbitraires. 

En laissant peut-être échapper des solutions particulières de &”, on 
pourra exprimer le fait précédent en disant que J’ est une intégrale 
particulière de 2”, assujettie à avoir un certain degré d’indétermi- 
nation. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. Juin 1897. 29 
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La propriété fondamentale des intégrales J’, des systèmes 2”, met 
en évidence cette propriété : 


Un systeme Z” s'intègre par des équations différentielles ordinaires des 
qu'on en connaît une intégrale particulière ayant un certain degré d ın- 
détermination. 


Étant donnée une équation différentielle ordinaire, linéaire et 
d'ordre p, on sait former immédiatement son intégrale générale quand 
on en connait p + 1 intégrales. 

De mème, étant donné un système jacobien, son intégrale générale 
se forme immédiatement au moyen d’un nombre limité d’integrales. 

Enfin, on obtient, sans intégration, l'intégrale générale d’un sys- 
teme canonique du premier ordre à une inconnue quand on en con- 
nait une intégrale complète, c’est-à-dire dépendant d’un nombre dé- 
terminé de constantes arbitraires. 

En dernier lieu, il y a les équations aux dérivées partielles d’ordre 
quelconque, mais linéaires et homogènes par rapport à l’inconnue et 
toutes ses dérivées, et pour lesquelles la connaissance de certaines 
intégrales particulières permet de former l'intégrale générale au 
moyen de quadratures partielles. 

Dans les trois premiers cas, on passe des intégrales particulières 
à l'intégrale générale, sans aucune intégration, et dans le quatrième, 
on y passe au moyen d'une quadrature partielle. La propriété que 
nous venons de donner pour Z” montre que ces systèmes doivent être 
mis à la suite de ceux que nous venons de citer, puisque le passage 
de l'intégrale particulière J’ à l'intégrale générale exige l'intégration 
d'équations différentielles ordinaires. 

Cette propriété des systèmes £” est intéressante parce que, en gé- 
néral, la connaissance d’integrales particulières n’est d'aucune utilité 
pour la recherche de l’intégrale générale. 

Supposons maintenant qu'on passe aux systèmes (Z” )? déduits des 
systèmes Z” comme ceux-ci ont été déduits de £. Si on leur appliquait 
directement la propriété que nous venons de démontrer, on serait 
conduit à dire que leur intégration s’achève quand on en connaît une 
intégrale particulière qui, abstraction faite des constantes arbitraires, 
a un degré d’indetermination égal à celui de Z”. On peut aller beau- 


SUR LES TRANSFORMATIONS ET L INTEGRATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS. 227 


coup plus loin en remarquant que 2” s'intègre immédiatement quand 
on saitintégrer 2, ce qui nécessite, non pas la connaissance de toutes 
les intégrales de &”, mais seulement la connaissance d’une intégrale J’ 
de ce système. 

A chaque intégrale J de &” faisons correspondre une intégrale bien 
déterminée de (2”)?; à l’intégrale J’, dépendant de certaines fonctions 
arbitraires, correspondra une intégrale de (Z”}?, soit (J’)?, dépendant 
des mêmes fonctions arbitraires et, par conséquent, ayant, en faisant 
abstraction des constantes arbitraires, même degré d’indétermination 
que 2. 

Reciproquement, la connaissance de (J’)? permettra, par des équa- 
tions différentielles ordinaires, de retrouver J’, d’où, par de nouvelles 
équations différentielles ordinaires, on déduira l’intégrale générale 
de £, laquelle fournira, sans aucune nouvelle intégration, l'intégrale 
générale de Z”, puis celle de (2”)?. 

Nous arrivons ainsi au résultat suivant : 


Tout systeme (Z’)? s'intègre par des équations différentielles ordi- 
naires des qu'on en connaît une intégrale particulière (J' 1. 

Pour tous les systèmes (£"\? provenant d'un même système %, l’inte- 
grale particulière (J'Y a toujours, abstraction faite des constantes arbi- 
traires, le même degré d'indétermination qui est celui de X. 


Ce fait, que le degré d’indétermination de l'intégrale particulière 
qui permet l'intégration soit le même pour tous les systèmes (£’)? 
provenant de 2, est remarquable, car les systèmes (£”)7 successifs 
sont de plus en plus compliqués, ayant un nombre de variables de 
plus en plus considérable et un degré d’indétermination de plus en 
plus élevé. 

En se plaçant à un autre point de vue, on peut présenter les résul- 
tats relatifs aux systèmes successifs (Z”)7 sous la forme suivante : 

A tout système & correspond une infinité de systèmes Z”, une infi- 
nité de systèmes (£”)?,.... dont on déduit les intégrales générales de 
celle de Z sans aucune intégration. Lorsqu'on sait intégrer l’un quel- 
conque (2”)? de ces systèmes, tous les autres se rangent en deux 
catégories infinies; dans la première, tous les systèmes auront une 
intégrale générale se déduisant de celle de (%”)’, sans aucune inte- 
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gration. Pour avoir les intégrales générales de tous les systemes de la 
seconde, il faudra, au moyen d’équations différentielles ordinaires, 
revenir de l’intégrale générale de (Z” } à celle de X, et l’on en déduira, 
sans intégration, les intégrales générales cherchées. 

A ce point de vue, ces résultats présentent certaines analogies avec 
les suites d'équations linéaires auxquelles on arrive par l'application 
de la méthode de Laplace. 


11. Intégration des systèmes differentiels dont l'intégrale générale 
ne dépend que d’une seule fonction arbitraire d’un seul argument. — 
Pour que 2 soit dans ces conditions, il faut que l’on ait 


T, =ı, T,=T;=...=0, 


autrement dit, tous les y; (!<{m— 1) doivent être nuls et tous les 
y" doivent être nuls, sauf un qui doit être égal à 1. 
Soit 
Ym-ı — 1. 

Tous les ensembles E}(j > 1) seront complets et, à l’ensemble E/, 
il ne manquera qu’un terme pour être complet. 

Prenons une équation complémentaire d'ordre z et appliquons la 
transformation. 

x” sera un système linéaire à une inconnue, on doit l'intégrer par 
des équations différentielles ordinaires et l’on est ramené à l’intégra- 
tion de 2’, qui est de première espèce et qui, par conséquent, s'intègre 
encore par des équations différentielles ordinaires. 

En vertu des remarques du n° 10, il n’est pas nécessaire d'intégrer 
complètement 2”, il suffit d’en connaître une intégrale dépendant 
d'une fonction arbitraire d’un seul argument. On ramenera l’integra- 
tion de &” à celle d’une seule équation linéaire dont l'intégration se 
fera par un système d'équations différentielles ordinaires, et il suffira 
de chercher deux intégrales indépendantes de ce système. 

Nous obtenons ainsi : 


Tout système différentiel, dont l'intégrale generale dépend d’une seule 
fonction arbitraire d’un seul argument, s'intègre par des équations diffe- 
rentielles ordinaires. 
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Résultat qui avait déjà été obtenu, par M. Beudon ('), par une géné- 
ralisation de la méthode des caractéristiques. 


12. Methode de Jacobi et Mayer, pour l'intégration des systèmes non 
linéaires du premier ordre et a une inconnue. 
Soit Z, un tel système, formé de p équations, 


Pi = f(x, ss Ems s, Pu+is ...,Pm)» 


Pu=Su(zı cs Tms Vy P+ui cry Pm). 
Ajoutons une équation complémentaire 
Pu+: = fpsi( 21, ss my 33 Pu+er .. +5 Pm): 


Nous savons que les conditions d’integrabilite d’un systeme du 
premier ordre sont elles-mêmes du premier ordre. Si donc X,,,, formé 
par l’ensemble de Z, et de pur, = fu, n’était pas canonique, il en 
résulterait de nouvelles équations du premier ordre, de sorte que &, 
s’obtiendra en écrivant que &,,, est canonique. ' 

Supposons qu’on passe aux équations du second ordre de &,,,, les 
conditions d’integrabilite de Z, étant vérifiées, les équations du second 
ordre obtenues par dérivation des équations de Z, se réduiront au 
nombre qui est nécessaire pour déterminer toutes les dérivées 

0?3 


92,0x% (t= 1,2, ...,B3 kK=1,2,...,m). 


Les dérivées de l’equation Pur, = fu+,, par rapport à æ,,,,...,æ, 
permettront de calculer les dérivées de la forme 


O's 
KL = + I eee m ; 
OX y+ OL» (p M ’ ’ ) ’ 
de sorte qu’on obtiendra ainsi une fois et une seule toutes les dérivées 


de la forme 
(J =1,2,...,4+1; A=1,2,...,m). 


(1) Beupon, Sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles dont les caractéris- 
tiques dépendent d'un nombre fini de paramètres ( Annales de l'École Normale supé- 
rieure, 1896). 
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Pour que &,,, soit canonique, il suffit donc que les équations obte- 
nues en dérivant pus, — fus, = 0, par rapport à æ,,T2,...,æy, ne 
permettent pas de calculer d’autres dérivées ; autrement dit, que les 
équations d’intégrabilité obtenues en combinant l’équation comple- 
mentaire, successivement avec toutes les équations de £,, soient les 
conséquences algébriques de &,,,. 

Le calcul fait pour trouver les équations d’integrabilite d’un système 
completement résolu montre, sans qu'il soit nécessaire de le modifier 
profondément, que Îles équations d’intégrabilité seront 


LP: — frs Purı — Sun] = 0, ++ [Pp — fus Pp+i — fat] = 0. 
On devra développer ces équations, puis y remplacer p,,p,,...,pu, 
Pu+, respectivement par 


Jı (zu - Ems 35 Susi, Pures cs Pm)) 


Juris cs Im 3, fur Pures . -->Pm)s 
Sur (Lis cs Lms So Pan ces Pm) 


et l’on aura ainsi Z”. 
x” est donc bien linéaire et du premier ordre, et l’on voit qu’il est 
composé de p équations résolues par rapport à 


Mn fus furs, 
0x: OX: ? dry 


Pour montrer que 2” tel qu'il est obtenu est canonique, il suffit de 
montrer que Z” possède une intégrale se réduisant, pour x, —x", 
Li = Lis... 0, = zu, à une fonction donnée à l’avance 


Ulzurs .. >) Tms 2, Pure, .. -3Pm)s 


Or, une intégrale de &” s’obtient en partant d’une intégrale I de Z, 
provenant d’une fonction arbitraire 


(zur; cs Tmo A, Be, ee ey Bm) 


Os OS 
Orye: , OX m 
Pour avoir cette relation, dans laquelle on aurait fatz,=x‘,.... 








et éliminant a, B,,..., 6, entre les valeurs de s, 
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Ty = y, on peut donner à æ,,æ,,...,x, ces valeurs avant de faire 
l'élimination; ce qui conduit à éliminer «a, 6,,..., Bi entre 


09 09 


3 =0 = — = ——. 
! Fur Ol y+ Pm OX m 
Pour que cette élimination conduise a 

Pur = U, 


ıl faut que l’on ait, quels que soient x,,,,...,x,, & Bas ees Bos 


ZU (ur any Ling G 2) ° 09 } 


’ OX y+ 7 OX, 





équation qui donne des fonctions 0 dépendant d’autant de constantes 
arbitraires que l’on veut, de sorte que la propriété annoncée est dé- 
montrée. Ä 

Comme on le sait, cette propriété de &” fournit immédiatement la 
méthode de Jacobi et Mayer, qui se trouve ainsi démontrée par des 
considérations générales sans faire appel aux propriétés particulieres 
des expressions [F, ® | et sans faire de distinction entre le cas où s 
figure et le cas où 3 ne figure pas dans le système proposé. 

La seule simplification qui se produise quand on passe du cas gé- 
néral au cas où s ne figure pas, est que les systèmes d’équations diffe- 
rentielles ordinaires dont il faudra toujours chercher une intégrale 
auront chaque fois une équation de moins. 


HT. 


Transformation générale. Méthode de M. Darboux. 


13. Dans la transformation générale, on doit former Z” en écrivant 
que les équations complémentaires fournissent avec & un systeme 2 
ayant un degré d’indétermination @’ donné à l'avance. 

Pour que l’on obtienne ainsi une véritable transformation, il faut 
que 2’ soit un des systèmes généraux que l'on sait intégrer de façon 
que le problème de l’integration de & puisse être considéré comme 
uniquement ramené à celui de l’intégration de 2”. 
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Les systèmes considérés par M. Beudon, et dont l’integrale gene- 
rale ne contient que des constantes arbitraires et une fonction arbi- 
traire d’un seul argument, sont, actuellement, les systemes les plus 
généraux que l’on sait intégrer par des équations différentielles ordi- 
naires; il est donc naturel de chercher à obtenir, pour 3’, un système 
de cette nature. 

En général, la méthode ne réussit pas, parce que &” n’a pas un 
degré d’indetermination suffisant pour qu’on puisse obtenir toutes les 
intégrales de Z, de sorte que nous devons chercher à nous arranger 
de façon que Z’ ait un degré d’indétermination aussi grand que pos- 
sible. 

Supposons qu’en prenant p équations complémentaires 


fi=0, fr=, nn Sp=, 


on arrive à &” ayant un degré d’indétermination suffisant pour 
pouvoir obtenir toutes les intégrales de X. C'est dire que, I désignant 
une intégrale quelconque de &, on peut déterminer les arbitraires qui 
figurent dans les f de façon que Z et les équations / — o aient en 
commun une intégrale dépendant d’une fonction arbitraire et d’un 
certain nombre déterminé de constantes arbitraires et se réduisant 
à I pour une détermination convenable de ces arbitraires. En parti- 
culier, cette intégrale dépendant d’une fonction arbitraire et de con- 
stantes arbitraires est commune à & et à /, — o et la fonction /, de- 
pendant des arbitraires fournies par l’intégration de £” est l'intégrale 
générale d’un système différentiel o” qu’on sait former par l’elimina- 
tion de fa, ..., f, dans Z”. 

On peut donc dire qu’en ajoutant la seule équation complémentaire 
f, = 0 et en assujettissant /, à vérifier le système o” on peut retrouver 
toutes les intégrales de 3. 

Considérons alors le système &£, auquel on serait conduit en appli- 
quant la méthode avec la seule équation complémentaire /, = o. Pour 
exprimer que /,=0, ..., f,—0 ont en commun avec Z une inté- 
grale dépendant d’une fonction arbitraire et de constantes arbitraires, 
il nous faut d’abord exprimer la propriété pour /, = 0, ce qui donne 
xi et conduit à un systeme &,, puis exprimer que , = 0, ..., f,=0 
ont en commun avec &, une intégrale dépendant encore d’une fonc- 
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tion arbitraire et de constantes arbitraires, ce qui nous donne un nou- 
veau systeme co’, contenant /,, f,...., /,. Dans 5, éliminons fy, ..., 
Jf»; nous obtiendrons co” et le système o” sera formé par Z, auquel on 
aurait ajouté les équations o”. 

Il en résulte immédiatement que toute intégrale de o” est une inté- 
grale de £}. Si donc nous savons intégrer X/, nous aurons certainement 
toutes les intégrales de o” et, par suite, nous en deduirons toutes les 
intégrales de Z. Nous sommes ainsi conduit à cette conclusion : 


St la methode réussit en ajoutant p équations complémentaires f,= 0, ..., 
Jp = 2, elle aurait certainement réussi en ajoutant l’unique équation com- 
plementaire f, = o. 


La réciproque n'est pas vraie. 

Il en résulte que, pour tenter l’intégration d’un systeme 2 au moyen 
de systèmes intermédiaires, il faudra ajouter une équation complémen- 
taire f= o et former &” en écrivant que le systeme Z’ auquel on arrive 
a une intégrale générale dépendant d’une seule fonction arbitraire 
d’une seule variable et de certaines constantes arbitraires de nature 
déterminée. | 

Nous retombons ainsi sur la méthode de M. Darboux (') présentée 
dans le cas le plus général et notre exposition montre qu'on y est 
conduit forcément. 

- Ainsi la méthode de M Darboux apparait comme étant la méthode la 
plus naturelle pour tenter l'intégration des systèmes de forme quelconque. 


14. Ici cette méthode se trouve considérablement précisée à cause 
des connaissances que nous possédons actuellement sur les systèmes 
différentiels généraux, connaissances qui se réduisaient à bien peu de 
choses au moment où M. Darboux publiait son remarquable Mémoire. 

Faisons d’abord une remarque générale. Nous ajoutons une équa- 
tion complémentaire f= o, d'ordre v, et nous écrivons que & a une 
intégrale générale dépendant d’une fonction arbitraire d’une seule 


(1) DarBoux, Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre (Annales de 
l'Ecole Normale, 1870). 
Ann. de l'Éc. Normale. 3*Série. Tome XIV. — Juix 1897. 30 
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variable et aussi de certaines constantes arbitraires qui devront étre 
les valeurs initiales de certaines dérivées bien déterminées. Consi- 


dérons l’équation ue =o, c’est une équation d'ordre v +1 qui con- 


tient les arbitraires figurant dans f et dont le premier membre vérifie 

un systeme 2? qu’il est facile de former au moyen de 2”. Toute inté- 

grale I de = est contenue dans une intégrale J commune à £ et f=o 

et obtenue en fixant convenablement les arbitraires qui figurent dans f. 
; 0 

Cette intégrale J est commune a 2 et of = 0, de sorte que, quelles que 


; ae ; d 
soient les arbitraires qui figurent dans /, Z et of ont en commun une 


intégrale J qui, pour une détermination convenable des arbitraires, 
contiendra n’importe quelle intégrale de &. 

Nous pouvons donc dire que s’il existe des équations f= o d'ordre v 
ayant en commun avec Z une intégrale J pouvant fournir toutes les in- 
tégrales de 2, il existe forcément des équations d’ordre v + 1 ayant la 
même propriété, et la réciproque n'est pas vraie. 

De sorte que : 


Si la methode de M. Darboux, telle que nous l'avons exposée, réussit 
en prenant une équation complémentaire d ordre v, elle aurait certai- 
nement réussi en prenant une equation complémentaire d ordre v + 1. 


Et comme conséquence immédiate : 


La méthode de M. Darboux a d'autant plus de chances de réussir, que 
l'équation complémentaire est d'un ordre plus élevé. 


Si nous renoncons au bénéfice de la proposition précédente, nous 
pouvons facilement retrouver la forme même sous laquelle M. Darboux 
a présenté sa méthode ou du moins la forme sous laquelle il l’a 
appliquée aux équations du second ordre. 

Assujettissons l'équation complémentaire, non plus à avoir en 
commun avec & une intégrale ayant un degré d’indétermination fixé à 
l'avance, mais simplement à avoir en commun avec > une intégrale 
dépendant au moins d’une fonction arbitraire d'une variable et essayons 
successivement des équations complémentaires d'ordre o, 1, 2, 3, .... 

Je dis qu'on pourra, sans restreindre la généralité, assujettir l'équa- 
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tion complémentaire, supposée d’ordre v, à ne fournir, dans 2’, aucune 
équation nouvelle d'ordre inférieur à v. 

Pour le voir, supposons qu’en opérant ainsi la méthode n'ait pas 
réussi pour des équations complémentaires d'ordres o, 1,2,...,v —1 
et supposons que la méthode réussisse au moyen d’une équation com- 
plémentaire d'ordre A = 0, d'ordre v telle que Z’ possède des équa- 
tions d'ordre inférieur à v et autres que celles de £. 

Soit f,_; = o l’une d'elles. f,_; dépend des arbitraires dont dépend f, 
et est solution d’un certain système différentiel qu’il sera facile de 
former au moyen de ZX. Quels que soient les arbitraires figurant 
dans f,, le système £’ a une intégrale J dépendant au moins d’une 
fonction arbitraire d’une variable, et cette intégrale J peut contenir 
n’importe quelle intégrale de Z. Mais J étant solution de?’ est solution 
de /,-;= 0; donc, f,.;=0 a en commun avec Z une intégrale J pouvant 
contenir toute intégrale de Z. La méthode aurait donc réussi avec une 
équation complémentaire d'ordre v — ¢. D’après les hypothèses faites, 
cela n’est possible que si cette équation fournit avec Z des équations 
nouvelles d'ordre inférieur à v —z, et l’on pourrait recommencer 
sur /,_; le raisonnement fait sur f,. En continuant de la sorte, on arri- 
verait forcément à en conclure que la méthode aurait réussi en ajoutant 
une équation complémentaire d’ordre o, ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse. | 
Si donc, appliquée comme nous venons de l’exposer en dernier lieu, 
la méthode ne réussit pas pour des équations complémentaires 
d'ordres 0,1,2,...,v — 1, elle ne peut réussir que pour des équations 
complémentaires d'ordre v ne fournissant pas d'équations nouvelles 
d'ordre inférieur à v, de sorte que nous ne diminuons pas la géné- 
ralité de la méthode en imposant à /, la condition de ne pas fournir 
de telles équations. 

En operant ainsi, le système Z’ auquel on arrivera aura une inté- 
grale générale qui contiendra, non seulement une fonction arbitraire 
d'une variable, mais aussi des constantes arbitraires, de sorte que la 
méthode de M. Darboux suppose essentiellement qu’on sache intégrer 
de tels systèmes. Or, nous avons vu (n° 11) que ces systèmes s’inté- 
graient par des équations différentielles ordinaires, de sorte que : 


St la méthode de M. Darboux réussit avec une équation complemen- 
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taire f, = 0, des que l'on a intégré le système &" correspondant, on achève 
l'intégration de S au moyen d'équations différentielles ordinaires. 


On peut remarquer que le nombre des constantes arbitraires qui 
figurent dans l'intégrale générale du système intermédiaire 2’ est 
d'autant plus grand que ¢ est lui-mème plus grand. La théorie générale 
des systèmes différentiels canoniques va facilement nous donner la 
raison de ce fait et nous en montrer la nécessité. 

Pour plus de netteté, supposons que = soit à une seule inconnue s 
et proposons-nous de chercher une équation complémentaire f, = o. 
ayant en commun avec S une intégrale J, dépendant de p constantes 
arbitraires et d'une fonction arbitraire d'une seule variable. Le 
système 3 aura pour intégrale generale une intégrale J,. La fonction 
arbitraire figurant dans cette intégrale générale sera la valeur à 
laquelle se réduira 3 pour x, = r*, ..., 2, = 7%. et cette fonction 
initiale fera connaître les valeurs initiales (en x?...,zr£) de 


ds Ws 


ewe ——— > y @eese 
dr. dc 


U faut done que les équations du système =’ fassent connaitre les 
valeurs initiales de toutes les autres dérivées à Pexception de p d'entre 
elles. Soit a’ l'ordre canonique de = ; les ensembles canoniques, par 
rapport auxquels est résolu =’ et qui sont d'ordre inférieur à a’, ne 
contiennent pas de dérivée prise uniquement par rapport à z,, et. au 
moins, une autre dérivée, sans quoi l'ordre canonique de © serait 
moindre que a. A chacun des ensembles d'ordres 1, 2, ....R — ı 
currespond done, au moins. une dérivée dont la valeur initiale peut 
être prise arbitrairement. Il yen a ainsi. au moins a — 1: comme, par 
hypothese, il v en a rigoureusement p, on à 

7 x —:. 
c'est-à-dire 
a pot. 

Hen résulte que les équations d'ordre p + ı de © swat résolues cer 

tainement par rapport à toutes les dérivées d'ordre p = 1. sauf 
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Le raisonnement précédent nous montre qu'il y a une limite que ne 
peut pas dépasser rn’ quand on donne p, mais cette limite est beaucoup 
trop grande. Pour raisonner d’une facon plus générale, nous pourrons 


dire : 


A tout nombre p correspond un nombre p’ tel que toutes les équa- 


tions d’ordre p’ de 2’ soient résolues par rapport à toutes les dérivées 
P's 


’ ' RL . 0 
d'ordre p' de 3 à l'exception de => 


m 


Considérons alors les équations d’ordre p’ de X. Par hypothèse, l’in- 
tegrale générale de Z dépend de plusieurs fonctions arbitraires ou 
d’une fonction arbitraire de plusieurs variables, ce qui exige qu'à l’en- 
semble canonique E, il manque plus d’une dérivée pour être complet; 
a l’ensemble analogue de 2’ il n’en manque. qu’une, de sorte qu’en 
passant de Za 2’ on a ajouté au moins une équation nouvelle d’ordre p’. 
Soit /, = 0; l'intégrale J,, qui était commune à L et /, = 0, vérifie 2’, 
donc vérifie /, = 0. 

Nous venons de montrer l'existence de cette équation nouvelle 
Sp = 9; mais il peut arriver qu’il en existe une d'ordre inférieur à p’, 
soit /, = o. Nous pouvons donc dire : 


Au système & appliquons la méthode de M. Darboux en exprimant que 
l'équation complémentaire a, en commun avec È, une intégrale J, conte- 
nant exactement p constantes arbitraires; au nombre p correspond un 
nombre p' tel que, si la méthode réussit avec une équation complémentaire 
f,=0 (v>p'), Wexiste rertainement une équation fy = o (v' Sp’) pour 
laquelle elle aurait réussi. 


Ceci nous montre que, dans la recherche des systèmes intermé- 
diaires 2’ dont l'intégrale generale ne contient, en outre de la fonction 
arbitraire, que p constantes arbitraires, on pourra se borner aux équa- 
tions complémentaires d'ordre inférieur ou égal à p’. Si la méthode 
ne réussit pas dans ces conditions, elle ne pourra certainement pas 
réussir en prenant une équation complémentaire d'ordre supérieur 
à p’ à moins qu'on n’augmente en même temps le nombre p de façon à 
augmenter p'. 
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IV. 


Transformation par changement d'inconnues. 


15. Les principes généraux exposés dans la premiere Partie de ce 
Mémoire peuvent s’appliquer d'une autre façon à la transformation des 
systèmes différentiels. 

Dans les Chapitres II et III, nous avons pris des équations complé- 
mentaires /, = 0,...,/,= 0, dont les premiers membres étaient consi- 
dérés comme des fonctions indéterminées des quantités qui y figuraient 
et en exprimant que & possédait un degré d’indétermination donné a 
l’avance, nous avons été amené à déterminer les inconnues /,,..., f, 
par un système différentiel Z”. 

En suivant les mêmes idées, on peut encore employer le procédé 
suivant qui est un peu moins général. Au lieu de supposer fj, ...,f, 
complètement indéterminées, donnons-nous des fonctions parfaite- 
ment déterminées des 3 et de leurs dérivées et dépendant de certaines 
fonctions ou constantes arbitraires, et cherchons le système différen- 
tiel o” que doivent vérifier ces arbitraires pour que 2’ ait le degré 
d’indétermination voulu. Il est clair que, si o” a un degré d’indétermi- 
nation suffisant et si l’on sait l'intégrer, les fonctions f se trouveront 
déterminées et l’on sera ramené à l'intégration de &. C’est la même 
méthode que dans les Chapitres précédents, mais appliquée autre- 
ment. 

Pour ne considérer que le cas vraiment intéressant, supposons 
qu'on désigne par z,, 3,, ..., 3, des fonctions de x,,..., x, comple- 
tement indéterminées et que les f soient des fonctions, données a 
priori, des 3, des z’ et de certaines de leurs dérivées. 

Pour plus de simplicité, bornons-nous au cas où les / ne contien- 
nent pas les dérivés des 3’ et où l’on a q' = q; c’est-à-dire, partons 
d'équations complémentaires de la forme 
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les + étant des fonctions données à l’avance des z et de certaines de 
leurs dérivées. 

Commençons par écrire que Z’ est simplement compatible, c’est- 
à-dire admet au moins une intégrale; en général, nous arriverons à 
un système 2’ d'ordre o; soit 5” le systeme correspondant aux incon- 
nues 3’. Il est évident qu'à toute intégrale I de Z correspond un en- 
semble I’ de valeurs des z’. Pour les valeurs I’, le système Z’ admet 
au moins l'intégrale I, donc I’ est une intégrale de o”. Le système o” 
est donc certainement compatible, et ses intégrales permettent de 
trouver toutes celles de 2. 

Supposons que 2’ soit d’ordre o, c’est-à-dire se réduise à 


Ss, = dis 
Sa = Vos 
so. , 
39 = Yo 


les Ÿ étant des fonctions des 3’ et de leurs dérivées. On peut dire 
alors que la transformation est réversible et il en résulte que les 
expressions des 3’, qui contiennent au plus les arbitraires figurant 
dans celles des 3, contiennent exactement ces arbitraires sans aucune 
réduction, sans quoi les expressions des z au moyen des 2’ montre- 
raient que les 3 dépendraient d’un nombre moindre d’arbitraires, ce 
qui voudrait dire que les arbitraires figurant dans les s ne seraient 
pas toutes essentielles. 

Ce résultat fait prévoir que & et ©” auront exactement le même 
degré d’indetermination. Il serait intéressant d'avoir une démonstra- 
tion rigoureuse de ce fait, car on en déduirait des propriétés impor- 
tantes relatives à des transformations de systèmes, et comprenant, 
comme cas très particulier, des résultats remarquables, obtenus par 
M. Darboux (') à propos de la méthode de Laplace. 


16. Pour terminer, nous allons montrer que le genre de transfor- 
mations dont nous nous occupons conduit à un résultat remarquable 


a ee eee Crt Cee nr ee ——— —— — — = —- —— nn u Oe — 007: 


(1) Darpoux, Lecons sur la Theorie générale des surfaces, t. Il, Chap. VII. 
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relatif à l'application de la méthode de M. Darboux aux systèmes 
linéaires. 

Supposons que soit linéaire par rapport aux inconnues et à toutes 
leurs dérivées partielles et que l’on connaisse une équation linéaire 
f= 0 ayant en commun avec = une intégrale dépendant au moins 
d’une fonction arbitraire, c'est-à-dire qui, ajoutée à €, donne un sys- 
teme 5’ dont l'intégrale générale contienne au moins une fonction ar- 
bitraire. 


De l'existence de l'équation f = o resulte que la methode de M. Dar- 
boux, appliquée au systeme, reussira certainement. 


En effet, au lieu de l'équation complémentaire f = 0, prenons 


— 
| 


s étant une fonction indéterminée de +,,x,,..., X, et cherchons à 
former le systeme 2’ correspondant. 

A cause de la forme linéaire des équations & et de la fonction /, les 
équations de À ne seront que celles de o& dont on aurait modifié le 
terme indépendant des s par l’adjonction d’une fonction linéaire de 5’ 
et de ses dérivées, et les équations d'intégrabilité, qui étaient identi- 
quement vérifiées dans o’, deviendront uniquement des relations 
entre ces termes indépendants des 2, c'est-à-dire des équations qui 
constitueront le systeme 6”. 

Ainsi, en écrivant uniquement que & et f = 3’ fournissent un sys- 
teme compatible, nous arrivons forcément à un système £’ formé par 
les équations du systeme o’ dans lesquelles on aurait seulement mo- 
difié les termes indépendants des s. 

2’ a donc nécessairement le même degré d’indetermination que 9’ 
puisque ces deux systèmes sont résolus par rapport aux mêmes en- 
sembles canoniques. 

Toute solution s’ du système 5” fournira donc une équation f= 3' 
qui aura en commun avec & une intégrale ayant le même degré de 
généralité que celle qui était commune à Z et f=o. Autrement dit: 


Quelle que soit l'intégrale s' du systeme 5”, f — z' est une solution du 
système 2" de la methode de M. Darboux. 
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I ne reste plus à montrer que l’on peut obtenir ainsi des intégrales 
de Z” permettant de calculer toute intégrale de ©. La chose est bien 
évidente. I étant une intégrale quelconque de X, calculons la valeur 
correspondante de 3’; ce sera symboliquement 


JO), 


soit I’. En donnant à 2’ la valeur I’, S et f= 3’ auront l'intégrale | 
commune, c’est-à-dire formeront un systeme compatible : donc I’ sera 
solution de 5”. Ainsi, quelle que soit l'intégrale I de &, il existe cer- 
tainement une intégrale I’ de o” telle que &’ admette l'intégrale I; 
f — 3° est alors une intégrale de Z” qui permet de calculer I. 

Cette remarque montre que les systèmes linéaires sont ceux pour 
lesquels la méthode de M. Darboux a le plus de chances de fournir 
l'intégration. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Ju 1897. 31 


NOTE SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS, 


Par M. Etienne DELASSUS, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE DOUAI. 


M. Riquier ayant fait insérer ici ('), tout récemment, une réclama- 
tion de priorité pour des résultats relatifs à l'existence des intégrales 
dans les systèmes différentiels les plus généraux, je demanderai la 
permission d’y répondre en quelques mots. 

Je ne discuterai pas le point de savoir quelle est celle des deux mé- 
thodes qui est la plus simple et la plus féconde, laissant ce soin aux 
géomètres que la question intéresse, et je m’occuperai seulement des 
résultats (?). | 

Les intégrales des systèmes différentiels peuvent être considérées 
comme dépendant d’une infinité de constantes arbitraires ou d’un 
nombre fini de constantes et fonctions arbitraires, le second point de 
vue pouvant d’ailleurs se déduire du premier si l'on sait trouver une 
loi convenable pour le groupement des constantes arbitraires en nombre 
infini. Dans tous les Mémoires que M. Riquier a publiés, en collabora- 
tion avec M. Méray ou seul, les intégrales sont considérées uniquement 
sous le premier point de vue et M. Riquier s'occupe, pour la premiere fois, 
du groupement en fonctions arbitraires dans sa Note récente qui 
constitue une addition à son Mémoire, addition postérieure de près 


(1) Rıquier, Sur les systèmes différentiels les plus généraux ( Annales de l’École Nor- 
male, mars 1897). 

(2) Je dois cependant signaler que, dans une Note récente (Comptes rendus, 15 mars 
1897), M. Riquier, pour simplifier ses résultats, a appliqué l'idée fondamentale de mon 
Mémoire, c’est-a-dire la possibilité d'arriver à des formes canoniques réduites au moyen 
des changements de variables. 
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rale publiée par lui en 1893, c’est-a-dire antérieurement aux travaux 
de M. Tresse. C’est incontestable; mais ce qui semble bien inattendu, 
c’est que M. Riquier semble vouloir, de ce rapprochement, conclure 
qu'il a donné en 1893 la démonstration du théorème de M. Tresse. 
M. Riquier confond ici ma proposition, qui n'offre aucun intérêt, avec 
le théorème important qu'elle sert à démontrer. 

En réalité, je me trouve avoir prouvé qu’en partant de la proposi- 
tion de M. Riquier, on aurait pu arriver à démontrer le théorème de 
M. Tresse. M. Riquier aurait certainement pu le faire lui-même, mais 
on constate facilement que ce théorème se trouve formulé explicitement 
et pour la premiere fois dans la these de M. Tresse, et M. Tresse l’eût-il 
même, ce qui n'est pas le cas, déduit de celui de M. Riquier, que ce 
résultat ne lui appartiendrait pas moins d’une façon incontestable. 


SUR UN 


MODE DE DEVELOPPEMENT EN SERIE 


DES 


FONCTIONS ALGEBRIQUES EXPLICITES, 


Par M. S. MANGEOT, 


DOCTEUR ES SCIENCES 


Si l’on possède une méthode particulière permettant de calculer les 
termes du développement en série entière d'une fonction de x de la 
forme 

u=[fil(z)]™(fe(e)]™--. [fr (2)]™, 
les exposants mm) étant des constantes quelconques, il est facile de se 
rendre compte que l’application de cette méthode, répétée s’il y a lieu, 
pourra conduire au développement analogue de toute fonction algé- 
brique et explicite d’une variable. 

Je vais indiquer un procédé spécial pour calculer les dérivées de 
la fonction uw: j'aurai résolu la question, en la généralisant un peu. 

Je pose 


tz) _ a8, 
SR (x) (2 —1)!80.= Tr 
et 
(1) t, = M Su + Ma Sun Ho. + MrS nr; 


puis j’effectue des différentiations successives sur les deux formules 
Safi + fi = 0, logu = Zmy log f\. 


Je suis alors conduit à ces deux relations 





(n-ı) n) 
fr Si IX Ii __ 
(2) SAN + Sam FP + Sama ee Sa DT FAT = 0% 
3 u! u” (at) al”) 
_ + Le — + et / — 0 
BO au na + Bagger 4 n! 
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Elles donnent une solution du problème : car, ayant calculé succes- 
sivement 


Sup Sots S315 ae ) 
Sia, 5 Sa, eeey 


erg ..., seg 


au moyen de la relation (2), puis 2,, ¢,...., à l'aide de l’égalité (1), 
la formule (3) fera connaitre, de proche en proche, les valeurs de w’, 
u’, u”, .... On obtient, de la sorte, les dérivées d'une fonction telle 
que wen résolvant un certain nombre de fois une équation du premier 
degré à une inconnue, les équations à résoudre étant soumises à des 
lois de formation particulièrement simples. 

La formule de récurrence (3), qui lie la fonction u et ses dérivées 
successives, peut être exprimée simplement à l’aide des données. On 
a, en effet, en vertu des égalités (r) et (2), 


=r 


IL m Di 
= "2 AR 


D, désignant le déterminant d'ordre À dans lequel l’élément qui appar- 
tient à la colonne de rang p et à la ligne de rang g a pour valeur 


fi Pt ) 


[1+ (—1)*(1— 9) C573] pri 


La dérivée u” est dès lors exprimable elle-même en fonction des 
données : elle est déterminée par la formule 





t, I Oo Oo. . oO 

la d, 2 

ls te l, 3 

( y ul") _ 
u — a 

e oO 

la Ing In-3 . . t; n —1 

In n-ı ns + + li 


où #4 a la valeur indiquée ci-dessus. 
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En partant des résultats qui précedent, on est conduit a énoncer ce 
theoreme : 

Soient m,, My, .... m,, r nombres donnes, commensurables ou in- 


commensurables, et 


Ale) = as + air + ar? +... (ÀÂ=1,2,...,7) 
autant de séries entières ne s'annulant pas avec x. Si l'on pose 
Lx) Dax) 1e... [fe ( 2) ] = Ao + Aix + Asxt+..., 


chaque coefficient À, de cette série peut étre exprimé, en fonction linéaire 
el homogene des coefficients précédents A,, A,, ..., An, par la formule 


ray Qor 0 
2 Go) aı\ ox 
h=n h=r Jan Ay) dix do 
— nA, - (—1)/ Ana dy — - | . 
0 
h=t = 
(h— ı)am-ıı Urn-2)r Ana  : + G1) Ay 
hap) Qin—1)h An) - + sx Gy) 


Quand r est égal à 1, c’est-à-dire quand la fonction u est de la forme 
]/C(x)}”, l'expression de sa dérivée ni®e peut être écrite ainsi 


qn m ° 
ENT —. py fan o |, 


in) (n=1) ” 
f f JS f 


(n—ı)! (na)! ~ I 


en appelant A le déterminant d'ordre a — ı dans lequel l’élément 
appartenant à la p*™* colonne et à la gi*™¢ ligne a pour valeur 


fir) 
[m(q—p+1)—g] (opal 


Comme application de cette dernière formule, j’indiquerai les deux 
‚32 
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développements suivants, où je suppose a, différent de zéro : 


N I —1)"r" . — D tr 
a En Grape on / Zn" = Vito + I 
0 


1 
1 n!ara, ? 


G, et H, ayant respectivement les valeurs 


. 24; 14 Oo O 
4a, 3a, 24 Oo 
6a, Ja, fa, 34, 
, 
o 
(an — 2)a„- (2n—3)a,_ + . . . . (n-ı)a, 
NAn (R—1)Ayn-, - . . 2a, 1a, 
1a, 24, O O0 . . 
20; 3a, 4a, 0 
3a, has 5a, 6a, 
. . . o 
(nm — ı)an-ı NAn—s . . . . (an —2)a 
NA, (n — ı)a,-,; . . . 2a, ta, 


SUR LE 


PROBLEME DE DIRICHLET, 


Pan M. S. ZAREMBA. 


1. Nous nous proposons de faire voir que l’on peut conclure de 
l'existence de la fonction de Green relative à un domaine (D), limité 
par une surface (S), simplement connexe, possédant en chacun de ses 
points des rayons de courbure déterminés, différents de zéro, la possi- 
bilité du problème de Dirichlet pour ce domaine, même dans le cas où 
les valeurs que doit prendre la fonction demandée sur la surface (S) 
admettent des lignes de discontinuité. J'ajoute que l'on rencontrera 
dans ce qui va suivre une méthode très simple pour résoudre la ques- 
tion suivante : soit »(x, y, 3) une fonction satisfaisant, à l'intérieur 
de la surface (S), à l'équation de Laplace et se réduisant sur cette sur- 
face à une fonction admettant des lignes de discontinuité; quelle sera 
la limite vers laquelle tendra la fonction (x, 7,3) quand on fera 
tendre, suivant un arc donné, le point (x, y, 5) vers un point situé sur 
une de ces lignes de discontinuité? Cette question offre un certain 
intérêt parce que c'est d'elle que dépend lextension à l'espace du 
procede alterne de M. Schwarz. 


2. Nous simplifierons le langage en empruntant, pour un moment, 
quelques termes à la théorie de l'électricité. Concevons que la sur- 
face (S), maintenue au potentiel zéro, soit soumise à l'influence d'une 
masse électrique égale à —1, concentrée en un point M(x, y,3) 
situé à l'intérieur de la surface, et désignons par u (x, y, 5, 2, y', 5’) 
la densité en un point P(x’, y’, 2°) de l'électricité induite dans ces 
conditions sur la surface (S). Nous allons déterminer une limite infé- 


232 S. ZAREMBA. 


rieure z, ctune limite supéricure vw, de la fonction &# en nous appuyant 
à cet effet sur les propositions suivantes : 

a. Soit (S,) une surface fermée tout entière intérieure à la sur- 
face (S), tangente à cette dernière en un point P et telle, en outre, que 
le point M lui soit intérieur. Si l'on désigne par w, la fonction définie 
par rapport à la surface (S,) comme l’a été la fonction u par rapport à 
la surface (S), on aura, au point P, l'inégalité 


(1) u Zu. 


b. Soit (S,) une surface tout entière extérieure à la surface (S), 
pouvant se composer de plusieurs surfaces fermées, tangente a la 
surface (S) au point P, et soit &, la fonction analogue aux fonctions 
uct u,, se rapportant à la surface (S,). On aura, au point P, Pinégalite 


(2) “lu. 


Chacune de ces propositions est une conséquence immédiate du théo- 
reme bien connu d’après lequel une fonction, satisfaisant à l'équation 
de Laplace dans un domaine déterminé, ne peut posséder, à l'intérieur 
de ce domaine, ni un maximum ni un minimum. 


3. Il résulte de l'hypothèse faite au sujet de la surface (S) qu'il 
existera une longueur & telle que toute sphère de ravon « tangente à 
cette surface en un point P lui soit, ou bien tout entière intérieure, 
ou bien tout entière extérieure, sans avoir avec elle un peint commun 
en dehors du point P. 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la plus courte 
distance du point M (auquel se rapporte la fonction wz) à la surface (S) 
soit au plus égale à «. Dans cette hypothèse, le point le plus proche 
du point M sur la surface (S) sera unique. Désignons ce point par O 
et prenons-le pour origine des coordonnées en ayant soin de diriger 
l’axe des z suivant la normale intérieure à la surface (S) au point 0. 
Le point M sera, bien entendu, situé sur l'axe des z. 

Nous poserons 


(3) 7 = OM. 


Entourons le point O par une courbe fermée (C) tracée sur la sur- 
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face (S). Cette courbe partagera la surface (S) en deux parties. 
Soit (S’) celle d’entre elles qui contient le point O, et (S”) la seconde 
de ces deux parties de la surface (S). Nous choisirons la courbe (C) 
de façon que sa projection sur le plan des (x, y) soit un cercle de 
centre O. Nous prendrons le rayon $ de ce cercle suffisamment petit 
pour qu’une perpendiculaire au plan des (x, y) ne puisse rencontrer 
la portion (S’) de la surface (S) qu’en un seul point au plus et que, 
en outre, la condition suivante soit satisfaite : il sera possible de 
construire une sphere (%’), de rayon &’ non supérieur à @, tangente a 
la surface (S) en O et orthogonale à une sphere (2), de rayon «, tan- 
gente extérieurement a la surface (S) en un point P situé sur la por- 
tion (S’) de cette surface, quelle que soit d’ailleurs la position du 
point P. On admettra, pour plus de simplicité, que la longueur ¢ ait 
été choisie assez petite pour qu'il soit permis de la regarder comme 
indépendante de la position du point O sur la surface (S). 

Cela posé, considérons une sphère (Z,) de rayon «, tangente inté- 
rieurement à la surface (S) en un point P(2’, y’, 5’), situé sur la 
portion (S’) de cette surface. Il est aisé de voir que l’on pourra trouver 
un nombre positif A, indépendant de la position du point O sur la sur- 
face (S), tel que, sous la seule condition 


(4) | re yo hy, 


le point M soit intérieur à la sphere (%, ). 
La condition (4) étant satisfaite, nous pourrons, pour appliquer le 
théorème (a) du n° 2, identifier la surface (S,) à la sphere (%,). 


Posons 
r — MP 


et designons par d la distance du point M au centre de la sphère Z,. La 
valeur de la fonction w, au point P sera alors donnée par la formule 


bien connue 
a? — «dl? 


LA 
U, on: 
ı T Arar? 


Posons 
0° = a? + Fr", 


on s assurera aisément que l’on peut trouver une constante positive K, 
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indépendante de la position du point O sur la surface (S), telle que 
l’on ait 
x — d>aay— y?— Ko’. 

D'ailleurs, la fonction w ne devient, comme on le sait, negative en 
aucun point de la surface (S). 

Nous pourrons, par conséquent, définir la fonction z,, qui va nous 
servir de limite inférieure à la fonction x, ainsi: on a, en chaque point 
de (S’), dont les coordonnées vérifient l'inégalité (4), 


a a,2 2 
5) mt, À Re 


— hk -—*—-) 
amr 4nar Arar 





tandis que, dans tous les autres points de (S’) et dans tous ceux de (S’), 
l'on a 


(6) WO. 


4. Passons à la recherche de la limite supérieure u, de la fonction « 
et supposons d’abord que le point P, auquel se rapporte la fonction w, 
soit situé sur la portion (S”) de la surface (S). Nous allons appliquer 
le théorème (db) du n° 2 en faisant jouer le rôle de la surface (S,) à un 
systeme de deux sphères : l’une (S,) de rayon constant R, plus petit 
que «a, tangente extérieurement à la surface (S) en O; l'autre (S}), 
égale à la sphère (S,), tangente extérieurement à la surface (S) au 
point P. Nous supposerons que la longueur R ait été prise suffisamment 
petite pour que le rapport de la distance des centres des spheres (S.) 
et (S,) à 2R ne devienne jamais inférieur à un nombre fixe v, plus 
grand que l'unité, quelles que soient les positions du point O sur la 
surface (S) et du point P sur la partie (S”) de cette surface. 

On sait que la théorie des images électriques permet de construire 
tres facilement la fonction de Green pour l’espace extérieure aux 
spheres (S,) et (S,). Or, pour peu que l’on veuille bien se reporter à 
l'expression ainsi obtenue de cette fonction, on ne manquera pas de 
reconnaitre, eu égard à la manière dont on a choisi la longueur R, que 
l'on peut trouver une constante positive À, indépendante de la position 
du point O sur la surface (S) et de celle du point P sur la partie (S”) 
de la même surface, telle que l’on ait, en chaque point de la sphère (S;), 


Us LA. 
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On pourra done poser, pour les positions considérées du point P, 
(7) Ua Ay. 


Supposons maintenant que le point P soit situé sur la portion (S’) 
de la surface (S). Soit (%) la sphère de rayon x tangente extéricure- 
ment à la surface (S) au point P et (£’) la sphere, de rayon &’, ortho- 
gonale à la sphere (£) et tangente en O à la surface (S). Nous ferons 
jouer le rôle de la surface (S,) à la surface extérieure du solide formé 
par l'ensemble des spheres (2) et (2’). 

Designons par a,a’etr les distances du point M aux centres des 
sphères (Z) et (2’) et au point P; suit, en outre, / la distance du 
point Pau centre de la sphére(2’). On trouve (Maxwett, Traité d’Elec- 
tricilé et de Magnétisme, t. 1, p. 316), que la valeur de la fonction w, au 
point P est donnée par l’équation 


(8) u _ 17T 0 |. 
[a’r?+ (at— 43) (1? — a'?)]? 


Anar | 
Il est évident que 
a — a? 


(9) ÉD Tram 


On reconnait d'autre part, sans difficulté, en posant comme plus 
haut 
— vrs y", 
que l’on peut trouver une constante positive m, indépendante de la 
position du point O sur la surface (S), telle que l'on ait 


(10) ar— a< aay + y + mp}. 


Nous pourrions donc, en tenant compte des inégalités (2) et (9), 
définir sur (S’) la limite supérieure u, de la fonction u, par l’egalite 


4 , pr. 
(11) Us — +m ar? 


+ 7 
arr Arar? 





mais nous n’allons le faire que pour les valeurs de 9 satisfaisant à 
l'inégalité 


(12) PSY 
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en nous réservant de définir u, autrement pour les autres valeurs 
de >. Posons à cet effet 


P — 273 + (a? — a'*) (B— x'?) 


et ecrivons la formule (8) ainst: 








A al? alt yp 
I —- — — 
‚, a—a2' (a?— 2?) (a'+ x')(l?— 41) P P? 
= — _— lh 
2 ane x P xs ps 
1 + 7 
Pp? 


12 4 


9 4 a r 
d'où, en remarquant que 5 1, 


wie 3 a'— x (a?— a’) (a' + a’) (P— x?) 
7-9 4rr aP ” 





mais l’on à 

et 

il viendra donc 

(13) u,< 3 1 


J'observe maintenant qu'il existera deux constantes positives A et g, 
indépendantes de la position du point O sur la surface (S), telles que 
l'on ait 

x'> hp?, [2 at < get. 


On en conclut, en tenant compte des inégalités (10) et (13), que 
l’on aura, sous la condition 


(14) p’=Y, 
l'inégalité 
u, LA I, 
en désignant par r une constante positive, indépendante de la position 
du point O sur la surface (S). 


Il résulte de la que, pour les points de la portion (S’) de la sur- 
face (S) dont les coordonnées satisfont à l’inégalité (14), l’on peut 


LA 
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poser 


(15) end 


5. Soit à trouver une fonction v(x, y, 3), satisfaisant, à l'intérieur 
de la surface (S), à l'équation de Laplace et se réduisant, sur cette 
surface, à une fonction donnée f(x’, y’, 5’) de la position du point 
P(a’, y’, 5’) sur elle. 

Désignons par ds l’élément de la surface (S) relatif au point P et 
soit toujours u(x, y,5, x’, y’, 5’) la fonction définie au n° 2. On est 
conduit, par la théorie de la fonction de Green, à se demander si la 
fonction qu’il s’agit de trouver ne serait pas donnée par la formule 


(16) = fu (2, 7,3, 2, y',3') f(x, y’, 5’) ds, 
s 


où l'indice S exprime que l'intégration doit être étendue à toute la 
surface (S). 

Nous allons montrer qu'il en est bien ainsi lorsque la fonction 
f(x’, y, 5’) satisfait aux conditions suivantes : 

1° Il existe une constante positive B que ne dépasse jamais la valeur 
absolue de la fonction f(x’, y, 2); 

2° Cette fonction ne devient discontinue que sur certaines lignes 
tracées sur la surface (S), lignes au passage desquelles elle varie 
brusquement d'une quantité finie en devenant indéterminée sur ces 
lignes elles-mêmes. 

On sait que la fonction » définie par l'équation (16) satisfait à 
l'équation de Laplace à l'intérieur de la surface (S); il s’agit donc 
seulement de s'assurer qu'elle prend bien les valeurs prescrites sur 
cette surface elle-même. La chose résulte immédiatement du théorème 
suivant : 


Designons par x la plus courte distance du point (x, y,3) à la sur- 
face (S) et sout 
r=(r—z}+(y-r}+(s—-s:}, 


Je dis que la différence 


Us) o— and 
5 
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SUR LA REDUCTION 


SYSTÈMES DIFFERENTIELS QUELCONQUES 


A UNE FORME CANONIQUE, 


Par M. C. RIQUIER, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CAEN. 


Dans diverses Notes communiquées à l’Académie des Sciences ('), 
et dans un Mémoire tn extenso dont elle m'a fait l'honneur d’ordonner 
l'insertion au Recueil de Mémoires des Savants étrangers (7), j'ai établi 
que tout système différentiel peut, sans changement de variables ni 
intégration, se ramener à un autre composé : 1° d’un groupe de rela- 
tions finies exprimant certaines des fonctions inconnues à l’aide des 
autres et des variables indépendantes; 2° d’un groupe orthonome 
passif et linéaire du premier ordre où se trouvent engagées, avec Îles 
inconnues restantes, quelques-unes de leurs dérivées à titre d’incon- 
nues adjointes. L'économie des conditions initiales, évidente dans ce 
dernier système, se trouve par la même immédiatement connue dans le 
systeme proposé, et, dans l’un comme dans l’autre, la solution générale 
dépend de fonctions arbitraires en nombre fint. 

Cela posé, et un système orthonome passif ct linéaire du premier 


— — a a nn ee eee ee — — - — — _— +e ee 


(1) Voir les Comptes rendus de l’Académie des Sciences des 28 mars 1892, 27 fé- 
vrier 1893, 24 avril 1893. 

(2) T. XXXII, n° 3. Voir aussi, dans les Arnales de l’École Normale, deux Mémoires 
publiés en 1893 et une courte Note publiée en 1897. 
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ordre étant donné, on peut toujours, par un simple changement lineaire 
et homogene des variables indépendantes, modifiant, il est vrai, l'éco- 
nomie des conditions initiales, le mettre sous une forme telle, que la 
recherche d’intögrales ordinaires répondant à des conditions initiales 
données s’y ramène à une recherche semblable exécutée successive- 
ment sur divers systèmes de forme très simple. Ce résultat a été com- 
_muniqué à l'Académie des Sciences dans la séance du 8 mars 1897, et 
son exposition détaillée constitue l'objet du présent Mémoire. 


Je rappellerai tout d’abord la définition suivante : 

Étant donné un système du premier ordre résolu par rapport à un 
certain nombre de dérivées, on peut, pour en disposer nettement les 
diverses équations, les écrire dans les cases d'un quadrillage rectan- 
gulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et 


les colonnes aux fonctions inconnues, en mettant l'équation qui 


du . ; 
aurait, par exemple, —— pour premier membre, dans la case qui appar- 


tient à la fois à la colonne (u) et à la ligne (x). Parmi de semblables 
systèmes, je distinguerai spécialement ceux dont les lignes peuvent 
être rangées dans un ordre tel, qu’en faisant abstraction pour un instant 
des colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par- 
couruc de bas en haut, soit formée par la succession d’un fragment 
vide et d’un fragment plein : c’est, avec quelques restrictions en 
moins dans la définition, le type de système différentiel que nous 
avons étudié, M. Méray et moi, il y a quelques années ('), sous le nom 
de systeme regulier; il constitue, comme je l'ai établi dans le Mémoire 
cité plus haut (7), un cas très particulier du type que j'ai nommé 
orthonome. 

Cela posé, tout système orthonome, passif et linéaire du premier ordre 


(1) MÉray et Rıqvier, Sur la convergence des développements des intégrales ordi- 
naires d'un système d'équations différentielles partielles ( Annales de l’École Normale, 
1890). 

(2) Recueil des Savants étrangers, 1. XXXII, n° 3, p. 10 et r1. 
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peut, par un simple changement linéaire et homogene des variables inde- 
pendantes, se ramener à un système régulier, passif et linéaire du premier 
ordre, dont les colonnes contiennent respectivement les mêmes nombres 
d'équations que les colonnes correspondantes du proposé. 


I. Considérons un système orthonome et linéaire du premier ordre, 
et, dans le second membre de l’une quelconque des équations qui le 
composent, désignons le coefficient d’une dérivée paramétrique pre- 
miere par la lettre A affectée de quatre indices, deux indices inférieurs 
rappelant la dérivée principale première qui figure dans le premier 
membre correspondant, et deux indices supérieurs rappelant la dérivée 
paramétrique première que multiplie le coefficient considéré : par 
exemple, si x, y,2,..., u,v,4,q,... désignent respectivement les 
variables indépendantes et les fonctions inconnues engagées dans le 
système donné, la notation Aj”. désignera, conformément à cette con- 


vention, le coefficient de 7, dans le second membre d'une équation 


, . b du 
ayant pour premier membre —_- 


Considérons maintenant un produit obtenu en multipliant entre cux 
quelques-uns de ces coefficients, et écrivons 4 la suite les uns des 
autres, sur une premiere ligne horizontale, tous leurs indices supé- 
rieurs, puis de même, sur une deuxième ligne horizontale, tous leurs 
indices inférieurs; cela posé, si, abstraction faite de l’ordre de leurs 
lettres, les deux lignes ainsi obtenues sont identiques l’une à l'autre, le 
produit considéré ne peut manquer d’être identiquement nul en x, y, 
Fy veep UO, Wy Gy oes 

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse du produit 
(1) AVE AWS AT AG 
où les indices des facteurs satisfont évidemment à la condition indi- 
quée; désignons par 

Chr Coy ve.) CH 
Ly ee eee ney 
Cis Coy +.) Cry 


“9 ..g ...,; 


Avr TOR ws 
Ot Hed PQ PT 723 des Famanles adepenladten af des fut nt 
neananez: pris, foenans eat. fopon ss 


. # U 
) aw 47 r AT am un RAT an et oe ee — ı — 
: 2 TE 3 "4 
# pr r Aa A a" . 2: . _. as _ ae ied s Lo _ 
} ’ L x _ “¥ : : 5 
47 ‘a ad a AF MR ae tt I et _ 
’ “fs $ “3 a 3 ! 


ni existent perpertiverment entre lea cotes bes derisers 


A: Ac Ars dag 
1, Ar da ly ° z 


ot eellen Ara dériséra 
Si In Ay Ae 
Ay " An ar’ We 


Sie produit (s) n'était pas identiquement nolen x, v.3.....n0.6. 
Wo Meese, anenn de aes quatre factenrs ne le serait non plus: il résulte 
autre de Vorthonome dus aysteme que, dans chacune des quatre 
lignes (2 ,, les differences ne seraient pas toutes nulles, et que, dans 
chacune d'elles, la premiere différence non égale à zero serait positive: 
la Signe obtenue en ajoutant Jes lignes (2) par colonnes verticales 
joutrant donc, elle auass, de cette propriété, et Von aurait, pour quelque 
valeur de Vindice à, 


.# . ? wt ‘ [a AU , La 4 .. u ’ A „I zZ of W we 
Or, & vy, ty et, CP ‘0, + 4, + 1, ciel = Cf el + cp ee. 


inégalité impossible, puisque, en vertu de notre hypothese, ses deux 
membres aoe composent respectivement des mémes termes à l'ordre 
pres, 


NN. out syateme orthonome et linéaire du premier ordre peut, par un 
simple changement lindaire et homogene des variables indépendantes, se 
ramener dun ayatéme régulier et linéaire du premier ordre, dont les 
colonnes contiennent respectivement les mémes nombres d'équations que 
{es colonnes correspondantes du propose. 
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Pour rendre ce point plus aisément saisissable, nous raisonnerons 
sur des exemples ('). 


A. Considérons le système orthonome 





Ge = AUDE AU HA De + Ace CE AGE Aa 
a — A!} 2 + ALY 7 + AN Te + APE ce + AE u + Aves 
(3) on — Ane + A + AT + Aft ce + Age a + Ayu 
iy NB ay NB Gy + MY Gy + MES Ze FADS Ge or 
CT guy an EL guy Tr + Age P + Ale D + + Ayyı 


77 dy ay dy 


où u, 9, w, p, g désignent cing fonctions inconnues des deux variables 
indépendantes x et y. 





Si, dans le système (3), on effectue la transformation 


z'= A,r + Bi, 


y' = Aa T + Bays 


a eee ee _ 
cn 0 ET ZT ZT TEE EEEEEEEERERRRERERERREREERREEEERERRERREREEREEEREREEEREEERSGEEEEEEREEREEEEEERERREEEEEEE - 


(!) Le lecteur est prié de tracer pour chaque exemple, comme nous le faisons pour 
l'exemple 4, le Tableau quadrillé qui correspond au système proposé, et celui qui cor- 
respond au système transformé mis sous forme régulière. 
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où x’, y désignent les nouvelles variables indépendantes, et &,, 3,, 
a,, 8, des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant 
différentiel du système transformé par rapport aux dérivées 


du dv dw dp. dq 


LA 
2 —) 7) 59 5) 0 7777 
(4) de dx dx dx dr 


a pour valeur 


B. Au — a, BA Pı Aux a, ART a, Al" 
Bi Ay} B.Arr— a, BAC? a, Abr a, Agr 
(5) | Bı Au: Bi Awe PA“ —@ a, ARS a, Az 
Bi Apy Bi A5 B: Py a, Al; — By a, AZ. 
BA BAM : eV er AME ANE, 


Ce déterminant (5) peut être considéré comme une fonction, soit 
des quantités 


(6) A1 Gi Aas Da) T, Ds U, ", v, P> 7, 
soit des quantites 
(7) Ary Bis Aes Ds x, y’ u, v, Wy, Ps 4: 


Considérons-le actuellement comme une fonction des quantités (6), 
et supposons établi, ce qui fera l’objet de la démonstration ci-après, 
que, pour toutes valeurs particulières dex, y, u, v, w, p, q, considérées 
comme initiales, on tombe sur une fonction non identiquement nulle 
de &,, B,, &,, 6,; on pourra alors, en considérant le déterminant (5) 
comme une fonction des quantités (7), trouver, pour @,, B,, a, Ba, 
des valeurs numériques qui laissent différents de zéro, et le détermi- 
nant (5) dans le voisinage des valeurs initiales de ©’, y’, u, v, w, p, 
a By 
a, Bs 


système transformé pourra donc être résolu par rapport aux déri- 
vées (4) et, par suite, être mis sous forme régulière. 


des formules de la transformation: le 








g, et le déterminant 
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rn | m nen | 0 U nn 
——,—— FS 





Or nous allons effectivement faire voir que, dans le determinant (5), 
considéré comme fonction des quantités (6) et ordonné par rapport 
aux coefficients de la transformation, le coefficient d’un terme conve- 
nablement choisi, par exemple du terme en a} 8%, se réduit à +1. 

Observons à cet effet que chaque colonne du déterminant (5) peut 
étre décomposée en deux sous-colonnes ayant pour éléments : la pre- 
mitre, les produits de «, par de simples fonctions des quantités x, 
vy, u,v, W, p, q, la seconde, les produits de ß, par des fonctions de 
ces mémes quantités; nous les appellerons, pour abréger, la sous- 
colonne (a, ) et la sous-colonne (B,). Cela étant, on remplacera, dans 
le déterminant (5), trois des colonnes par leurs sous-colonnes (a, ) et 
les deux colonnes restantes par leurs sous-colonnes (3, ), on répétera 
cette opération de toutes les manières possibles, et l’addition de tous 
les déterminants ainsi formés donnera évidemment le terme cherché. 
Ces déterminants sont au nombre de dix et correspondent aux combi- 
naisons suivantes des sous-colonnes : 


(Bi), (Bi), (a), (œ), (au); 
(Bi), (œ), (31) (or), (a); 
(Bi), (a), (or), (Bi), (a); 
(Bis (oy), (ar), (on), (Bs); 
(a1), (Bi), (Bids Cæ), (a); 
(a) (Bi), (Or), (Bids (and; 
(a) (Bids (Or), (œ), (Br); 
(a1), (41), (Bi), (Bi), (an); 
(oi), (a1), (Bide (or), (Bid; 
(x), (01), (ad (Bi), (8): 


En conséquence, le coefficient du terme en «;@% est la somme des 
Ann. de l'Ee. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Juircer 1897. 34 
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dix déterminants suivants: 


Any Ad O Alz Aux Aux o Avy Ate Aux 
Av] AZ o Ay Aly Avy —1 Ar Ar Ad 
Age Age 1 AGE Az |, Aux Ayr Anz A |, 
Ay Ag. 0 ABE AB A: Any ABS Ags 
| A; AG AGy Ad, | Any Ag, Agy Ady 
An? o 0 o AI ANT Oo o AM Oo 
Avy —1 O o AU Avy —ı o AB O 
Ayr oO —1 o Az |, An —t Az 0 |, 
A oo —1 AB AB Ags oo 
A 0 0 AB Ag o AME —1 
—1 AG Au Alz AZ —1 A} o Al 
o Ar Ar Az AZ o Au o AZ 
oO AQ Auz Az As |, o AW —! o A |, 
o Am AS ARE AU o A © —1 AG 
o A AN ABS AM o Aÿ oo AS 
--1 An o ABZ O — 1 o Avy o ATZ 
o Avy o APE O O —1 A’? o Ag 
o AY —1 Az 0 | 0 Aut oO Alz |, 
o A, o AS, Oo o AP —1 AT 
o Aj? o Al, —ı o Ar, o AI, 
— 1 o A®zy APE O — 1 O oO Oo 
O —ı Avy APS o o —ı 0 0 
O o Avy AP? o |, o — 1 o |. 
O Ap, À}, o O — 1! O 
O Ay? Ayy —1 Oo o —1 


De ces dix déterminants, le premier se réduit a 


“uy v x gx 
Aut Ae Az Adz 
u x x 
Ayz Aut Abz Adz | 
— 9 


uy vy pr 1% 
Ap} Any Aby A? 

uy vy px qx 
AG y Ay AG y AY 


au signe près, chacun de ces termes s'obtient, comme on sait, en pre- 
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nant un élément, et un seul, dans chaque ligne et dans chaque 
colonne, et faisant le produit de ces quatre éléments; or, les éléments 
du déterminant sont affectés, dans les lignes successives, des indices 
inférieurs 


(8) UL, VX, PY, 95 
et, dans les colonnes successives, des indices supérieurs 
(9) UY, CV, PX, 4%; 


si donc on observe que les indices supérieurs (9) sont les mêmes, à 
l'ordre près, que les indices inférieurs (8), on voit immédiatement, 
en vertu de l'alinéa I, que tous les termes du déterminant sont identi- 
quement nuls, et, par suite, le déterminant lui-même. 

Ainsi, le premier de nos dix déterminants est identiquement nul, et 
l’on ferait une démonstration analogue pour chacun des autres, 
abstraction faite du dernier qui se réduit évidemment à — 1. Donc, la 
somme de nos dix déterminants se réduit bien à +1, comme nous 
voulions l’etablır. 


B. Considérons le système orthonome 


| a = An À + ANT +ALT HART +AET HAT +ALT +ALT + Anz 
Fe SANT + ANT + ART RAR D AE DE AGE Te AUDE AR D A 
on (NE NE AR Bie ee ae AL ale 
D =A GE + ARTE HG + wh Get AGE Ge eA ASL SE AR D + Au 
mt ARTE ARTE AN DL HAE DE HAN A D +A 5 + Avr, 
Be Ch ARTE + ARTE + AS + AN SE + Ath D AE HARZ + A 
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où u, v désignent deux fonctions inconnues des variables indépen- 


dantes x, y, 5, 5, l, À, u, p. 
Si dans le systeme (10) on effectue la transformation 


rT , 
= aytBstystoal+egAt ip , 
3 = gy + Pas + as + dal + EsÀ + 9p , 
So yt Bsst+ 7385+ 056+ e3:h+ Op , 
! = ay t+ BstystoeteadAt+ ap , 
MN assy tBsstysSt+Oge+esAt+ ap , 
p= ay +Bestyestagl+egdAt+ Op , 


pP = Ps 


où x’, y’, 3, 8,0’, À, uw’, p’ désignent les nouvelles variables indépen- 


dantes, et 
Ais Bi, Yır 01, Ets i, 


a 
hr, Bay Yoo Gey Ex, Da 
a 


A3 Bs, Y3» Ox, Egy Os, 
(11) 5 

Oi, Br Yor Ser Eur du 

Ass Bs, 73» Os, &, 9, 


Os, 36) ° Yo des Eos 5, 


des constantes provisoirement indéterminées, le determinant diffe- 
rentiel du systeme transformé par rapport aux dérivées 


du du du du du de dv dv 
dy? di” ds? dé de” dy? ds 





se réduit immédiatement, grâce à la nullité d’un certain nombre d’ele- 
ments, à un déterminant du sixième ordre ayant pour colonnes verti- 
cales successives 


(12) 
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| Am, +O, ANY — a, AM + AU a, AH AN — as, €, A + D, AR — 
AM + OAM — 3, eA + BA By, eA + OAME— Ba, AH 0, AE M 
EAU + OA — is EAU + AU — Ya GANS + 0 AT I» SA + DA 4 
&, A +9, AGE — 6 Os e, A + Ja Au — 03, Es AN} + 493A Mt — 63, e, A! +4 A Oss 
eA + OAM, e, A + BAM, eA + GAP, eA + 9, A, 
e, AS + SAU, Ex Aa + O,A0%, Es Ain + 0, A4, A + MAL, 
| AN, + Bi AL, + y1A%, + dA%, Ae! OCR Oa uy? 
Ar: + Bi AU + y, ALL +4 Awe GA + BA + y, AMS + de A045, 
a ALY + BAG + YA + AH, a ANT + SAH + MAG + 9x A 
a AN + BAR + yr: Ani + 6, ARs, a, AX + BAG + NAH + da ne 
| a ACY + BASS + y AS + AN —e,, ag AX + BAS + ya Al) + HAN — € 
ar Avi + By ACE + yr: Ait OAS — 9, Art BALE + ye Abit O,A%% — Do. 


Il s’agit de prouver que dans ce déterminant, considéré comme 
fonction de x, y, 3,s,t, À, 1, p, u, v et des quantités (11), et ordonné 
par rapport aux quantités (11), le coefficient d’un terme convenable- 
ment choisi, par exemple du terme en «, 6, 730,€,9,, se réduit à +r. 
Or, pour évaluer le coefficient en question, il est évidemment permis 
de remplacer par zéro toutes les quantités (11) à l'exception de «,, B,, 
Yas das Es 02; le déterminant (12) se réduit alors au suivant : 


eA — a, Ay Oo o a, Az 
e, A. OAK 8, o oO  aæiA°* 
€ Aur 0, Ane 1 0 aA, 
e, A 6, Aut 0 —à aA? 
eA‘) 6, AY o o aA —e, 
€, Ach 0, Apt 0 0  aA 


c'est-à-dire au produit de ÿ,9, par le déterminant 


EAU — a, Os AU a A, BAY 

€, A 0, AGE — Br a, Ary Ba Al: 

(15) A" 9, Ant AN BAY 
es A 0, Ane œ AD Be Ava — 


B2Any 
BrAns 
Bs Aus 
B.A, ut 
B.A, 


Br Ava — 


— 9, 


ds 


Dans le déterminant (13), comme dans le déterminant (5), chaque 
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colonne peut étre décomposée en deux sous-colonnes, et il nous suf- 
fira, pour obtenir le coefficient cherché, d'ajouter ensemble les coef- 
ficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des sous- 
colonnes : 

(ai), (Beds (ei), (9); 

(a) (92), (ei, (Ba); 

(4) (Ba), (or), (9); 

(Es (92), Co), (Be). 


On a ainsi à faire la somme des quatre déterminants 


—1 o Oo oO —1 A o At; 
o —1 o 0 o Alk  o A‘ 
, , 
O 0o-ı  o o Al —1 A 
o oO 0-41 o Ab oo A 
AW o A 0 AUX ANE AT A 
A —1 A  o AM AGE AU A 
AR o AX oo AR AR AR AK | 
vA 9 AIX —1 A ANA A! AYE 


dont le premier se réduit évidemment à 1, et dont les trois autres sont 
identiquement nuls en vertu d’un raisonnement tout semblable a 
celui que nous avons déjà fait dans l’exemple A. Le coefficient du 
terme considéré dans le déterminant (12) se réduit donc bien à +1, 
comme nous voulions l’etablir. 


C. Considérons le système orthonome 
du — A du dv dw 


dy Ma FANS TA Ge + Au 
= — ans Se + Avy er + agi + Au, 
un a a ARE + he 
Gy = ADE SE + AU DS + AN QE + Au 
Te ARE DE + AU ra LA 
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où u, v, w désignent trois fonctions inconnues des variables indépen- 
dantes x, 7, 5. Si, dans le systeme (14), on effectue la transformation 


(15) 


Z'= ar + BY + 15, 
J'— GX + Bry + 725, 
7 = AT + sy +33, 


où x’, y’, z désignent les nouvelles variables indépendantes et 


(16) 


Ary 
Aes 


Ugo 


Bi 
B:, 


Ys 
Y2 
Bs, 73 


des constantes provisoirement indéterminées, le déterminant différen- 


tiel du système transformé par rapport aux dérivées 


a pour valeur 


(17) 


a, Aut 
a, Ar 
a, Agr 
a, Az 


“ux 


du 
dz'’ 


a ATS — Bi Bi Ad 
— ÿ1 B1 Ary 
B1 AGE — a yi Age 
Bi AU — Yı yr Aor 
Bi Awe 
B, Au, 


dv dw 
dx’ 


Yı AY; 
Yı AN 


YıAyz — di 


Wes 


Yıdkıy — 


dx'’ 


du 


1? 


dy 


dv 
dy" 


ux : 

a2 Any ~~ Bs B. Avy 
x » 
a,Ar: u Yı BAR 
as Avr 


x 


Os Aur 


UX 
Bi ar A 


72 Any 
v2 AN? 


PB AUX — ©: 72 Ay 
Bs AQ — Ya 73 Avi 
By Awe 


72 Awe — By 


Ya A — Be 


Il s’agit de prouver que dans ce déterminant, considéré comme fonc- 
tion de x, y, 3, u, v, w et des quantités (16), et ordonné par rapport 
aux quantités (16), le coefficient d’un terme convenablement choisi, 
par exemple du terme en @/8,6,7;, se réduit à + 1. Or, pour évaluer 
le coefficient en question, il est évidemment permis de remplacer y, 
et «, par zero; le déterminant (17) se réduit alors au suivant : 


(18) 


ux 
ay Any 
as Au: 

Wr 
%ı Avr 
a, ACY 
ay Aue 


wx 
ay Awy 


— Pi 


Bi At 0 
By A4? 0 
Br Al — a 0 
B,A,L 0 
Bi An. 0 
6, Ay, — By 


— GB; 
— Yı 


© © 


© 


Pr Av, 
B: Anz 
Bs Ayz 


B: AY? — y2 


PrA 
PrA% 


YaA%; 
Yi AE 
Yı Ar 
Ja ALT 
V2A%z 


« ws 
12 Awy 


— Bs 
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Dans le déterminant (18), chaque colonne peut, comme dans les 
déterminants (5) et (13), étre décomposée en deux sous-colonnes, 
etil nous suffira, pour obtenir le coefficient cherché, d’ajouterensemble 
les coefficients partiels fournis par les combinaisons suivantes des 
sous-colonnes : 

(Bi (a1), (a1), (Pe) (y2), (72)3 

(31), (a) (oy), (¥2)s (Br) (Yı)5 

(Bi), (a1), (ah (Yıl (y2)s (32); 

(a), (Bi), (21) (Bah (72), (Ya); 

(x), (3), (a1), (Y2)s (Br) (72)3 

(a1), (Bi), Co), (Hr (72) (Be) 

(21), (a), (Bi), (Bs), (y2)s (72)3 

(21), (21), (Bi), Cys), (32); (ya) 

(X), (21), (3), (72); (72) (32 )- 


Des neuf déterminants ainsi formés, le troisième se réduit à +1, 
et les huit autres s’annulent, soit comme ayant deux colonnes iden- 
tiques, soit en vertu du raisonnement déjà fait dans les exemples 4 
et B. 


D. Considérons le système orthonome 


du ,,, du ne À ve dv ue A wr aN vy aw 

dr =Aurg ax gy + Aue gt Auk go + Wwe 9 + Aur Gy + Ans 
dy uy du „„ du vr dv . ds wr dv wy AY 

(19) F Av; dy Aus ds + A5 dx + Ag; ds + ART dt AG dy + Avy, 
dw ny du „„ du oe de „dv we AN wy de 

dg TAM gy + Ane Got Ant TR + Ane Gt AE G+ ASE Te + Aus 


où u, ¢, désignent trois fonctions inconnues des variables indépen- 
dantes x, y, 3. Si, dans le systeme (19), on effectue la transforma- 
tion (15), le déterminant différentiel du systeme transformé par 
rapport aux dérivées 
du de dw 
dx" dx’ dr 
a pour valeur 
Dada + Aa a ALE + Aly AA ur + DiAur | 
pr Agy + 714; a ACY + Acs — I am AF + DAFT Ù 
| MARI + 716: ay ANE + yr Age a Ags + BAR — 7 | 
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Dans ce déterminant, ordonné par rapport à «,, B,, y,, on cherchera 
le coefficient du terme en «,8,y,; on remarquera, à cet effet, que 
chaque colonne peut être décomposée en trois suus-colonnes, et l’on 
ajoutera ensemble les coefficients partiels fournis par les combinai- 
sons suivantes des sous-colonnes : 


(a1), (Bi), (y1)5 (Bi) (a), (yı); 
(a1), (71), (Bi); (Bi), (Yı) (a); 
Cys)s Co), (Bis HM» (Bi), (ads 


ces six determinants sont nuls, a exception d'un seul qui se réduit 
à EI. 


E. Considérons le système orthonome 


ET a + Ay, @ ay + Ags Si i NEE + Au 
D = ats LE + AU © Fr + Ars GE + age D + Au, 
(20) DE = At De + AIX D + ARE DE i + ABE SE + Men 
a AE at NF Fe + ME Te + ADE GE + A 
= _ Au: du ds “ + AY 7 + Av? “ + Avy a + À, 


où u,v, wv désignent trois fonctions inconnues des variables indépen- 
dantes x, y, 3. Si, dans le systeme (20), on effectue la transforma- 
tion (15), le déterminant différentiel du système transformé par 
rapport aux dérivées 


du dv dw du dv 
dz'’ dz'’ dx dy” dy 
a pour valeur 


YiAëz— % BA a ANZ + Bı AY y2Auz— Gr BAM 
V1 Au — By B, Av, a, Ayy + B, Avy Ya Aus — Bs B, Ar, 
YıAyz B.ArL— a, a, ACE + BıAYH Ya Avr Ba AUX — a 
yi: Agz BAY — y AGT + B, ACY Ya Ap? Br A — 72 
Yi Anz By Aw ay Ans + BiA — Yı yx Ai Bs Avy. 


Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — JcıLLer 1897. 35 





(22) 
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Dans ce déterminant, ordonné par rapport à @,, B,, Yır %2» Ba, Ya, on 
cherchera le coefficient du terme en afy,ß,Yy.. A cet effet, on y rem- 
placera ß, et x, par zéro, ce qui donnera 


yi Ane — a O x, ANZ Js Aux BAY. 
Any 0 a, Auy ¥2Auy — Bs Br At, 
(21) Wi Agz — a, a, Ay Js Avz B,AY, ; 
7iAgs — V1 MAG Ja Av: Pa AU — 72 
| Yı Au: O MART — 1 yrA%: Bs Ag. 


puis, on remarquera que chaque colonne du déterminant (21) ainsi 
obtenu peut être décomposée en deux sous-colonnes, et l’on ajoutera 
ensemble les coefficients partiels fournis par les combinaisons sui- 
vantes des sous-colonnes : 


(Yı), (41), (œ), (Ba); (72)3 
(y1)s (2), (oy), (ys), (Bs); 
(a), (Yı) (1), (Badr (Ya); 
(a), (Yıl (a), (y2)s (Bs); 
(a), (a); (Yı) (Bs), (y2); 
(a), (a), (Yı) (Yı)» (Bs); 


tous ces déterminants s’annulent, à l'exception d’un seul qui se réduit 
acti. 


F. Considérons le système orthonome 


DE AU SE AUX DS AGE St AGE HAN HATTE + AE DE + A 
DE = ASE SE + ase HAN HAI + ANG DE ae CE + AN DE + A 
aw — A ur a + aux Zu + AS + As Ÿ aus D + Ag SP + ARE + A. 
qe ASS Ge + AN DS + AG, D + AI Te + Ags SY + age SP + HA. 


dp ng du uy au vy av ve dv w, dw „ap „dp 
| dy az A dt AP dy Any qe + Ary de APS zZ + Aby a; + Apr 


où u, v, w, p désignent quatre fonctions inconnues des variables indé- 
pendantes x, y, 3. Si dans le système (22) on effectue la transforma- 
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tion (15), le déterminant différentiel du système transformé par rap- 


port à 


a pour valeur 


a ANZ + Braud — Yı 


a, Agr + Br Ar} 
a, Age + Bi Ag 
a, AGS + Bi Au} 


ux “y 
À) A}, + B, A>} 


du dy dw dp 
dx'’ dx’ da’ dx 
Bi Au: + Yi Az: Yr ANE 
B, Ay, + yıAdz — % Yr ADE 
Bi Age + AG YıAyz — &ı 
Bi Ag + Yı Any Yi Any — Bi 
Bi AG + ys: Apy YıApy 


dw 
dy' 





bd 


x 3 
a, APS + yı AH: ‘ 


a, AL + 71 AQ; 
a ART+ 7: Abs 


x z 
a Ah} + Yı AR, 


ay Aby + yr: Aby — Pi 


Je Anz 

Je Avz 

Ya AE — Oe |. 
72 AGS — By 
72Apy 


Dans ce déterminant, ordonné par rapport à @,, B,, ¥,, &,, 82, Ya, on 
cherchera le coefficient du terme en «°6,Y,8,. A cet effet, on y rem- 
placera a, et y, par zéro, ce qui donnera le produit de B, par le déter- 
minant du quatrième ordre 


(23) 


ay ANT + Bi AUX — y: 


a, Avr + B1A,} 
ur u 
a, Anz + Bi AX. 


a, Apr + Bı Az} 


Bi Ags + yrAus 


Bi Age + yr Ale — 0ı 


Bi Awe + yr Atte 
Bi Ap} + yr Apy 


yı AW: a, ALT + yıAkz 
1 AV a, ALT + yi Ab; 
YiAwe— % ALT + y Abs 
yr Apy a Aby + YA; — Pi 


puis on remarquera que la troisieme colonne du déterminant (23) 
peut étre décomposée en deux sous-colonnes et toutes les autres en 
trois sous-colonnes, et l’on ajoutera ensemble les coefficients partiels 
fournis par les combinaisons suivantes des sous-colonnes : _. 


(a), 
(x), 
(y1)s 
(a), 
(x) 
(Pı), 
(Bı), 
(Bi); 
(y1) 


(a), 
(y1)s 
(a1), 
(Bi) 
(Bi), 
(a), 
(a), 
(Yı) 
(Bı)» 


(Yı) 
(a), 
(a), 
(2), 
(Yı) 
(a1); 
(Yı) 
(2), 
(a), 


(81)3 
(B:); 
(1); 
(y:)3 
(a1); 
(y1)5 
(a); 
(a); 
(æ); 


tous ces déterminants sont identiquement nuls, à l’exception d’un 
seul qui se réduit à +1. 


1 


) 


? _ Aer 
— 4 


— AU 


— 
— 
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du 


! UE à 
"SY da 
ur du 

as 
x 


du 


— Ar _ 


LT dr 


du 


= Ane 


dx 
du 


Wl dr 
du 
dx 


du 


wy 


— Kur 


— 
— 


PX dr 
un du 
Ag ds 
du 


Aus 
$2 dx 
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. Considérons enfin le système orthonome 


où u, 9, w, p, q, s désignent six fonctions inconnues des variables 
indépendantes x, y, 3. Si, dans le système (24), on effectue la trans- 
formation (15), le déterminant différentiel du système transformé par 


rapport à 


du 
dz” 


dv 


dx’ 


a pour colonnes successives : 


a, Any — Bi, 


a, Anz — Ji» 


a Ayz, 
a Avis 
a, Anz, 
Xs Any 
Xe Apzı 
a, A y 


Ay AS?» 


dw dp dj, ds, du dv dv 
dx’ dx” dx’ dx’ dy” dy” dy! 
Bi Au} Y1 A4; B, Aly + YA) 
Bi A, V1 Anzs BALI + yı AZ, 
Bi Arr — is VS By APT + 71 Ali 
Bi A7 — 1, Yr AVE Bi APY + yı APE, 
Bi we) Yı Ayz — %, Bi Ar: + yı AR 
Br As yi Any — 6, B, AB + y, Ab) 
Bi Ap, yrApes B, Ady + yı AB — %, 
B1 As}, yı Agy PAF + V1 Ag; 
B, Azz, YA, By APY + 7, AP, 


+ AG Ge + Any Se + NYSP HE + ADE TE + AN DE + AG HAN 
+A + Ass + An oP + Ag: 2 + Age LL + ARS + Age À + MS 
HARZ + AG: = + An? + ag: By ag: A + AI 57 + Ag © + A z 

AT + AT + nz + Agee AE + age St a + Ane D 
+ A + Aus D + ARP + Ags + age SL + Age St + Ae À + AR 
+ AG Ans DE + apr? + aes? + age St + age + age © + ART 
+ AGDE + ARTE + AB + Ag; P + AGE + ag + ae À + AY 
+ AR TE HAN TE + ARE + AR TE + AZ D + AE GE + Ad TE HT 


+ A uys 
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% AL, + Yı Al), X AU + B, Ay, wy? a, Any Bes Bs Aas V2 Any» 
ay AQ? + JA, x AM + By Ass Ae At — V2 Ba A) 72 AN, 
a Afr + Yı$dzı | a, AST + 3, Ac, ae Avis Ba Ati. — Oe, ye ALE, 
x, ATF + y Ak, a Ast + AH, Ar, Be AË — Vas 72 ACE, 
a ATE + YıAlz a Apr + Bı Aus Oe A4) B: Ay» JrAwa — Aa 
a AT + Al, a, A+ Bi AS); A À y y Bs Ass Je Any — Be, 
a, AZ + Yı Als, X, Ant 6, ARs Anz Ba Ar Y» Abi» 
Ady + YW: AF) — Bis HAT; + BL Ag, 22 Ay,» PAG 2 D 
a AE + 71 AR}, a, AST + B, A — Vis As: ’ B, Ag: 529 Yı se ° 


Dans ce déterminant, ordonné par rapport à a,, B,, Yı, &a, Bor Yo 
on cherchera le coefficient du terme en a; Biy,B.y;- A cet effet, on y 
remplacera @, par zero, ce qui simplifiera les trois dernières colonnes; 
puis on remarquera que, dans le déterminant ainsi obtenu, chacune 
des trois colonnes dont il s’agit peut être décomposée en deux sous- 
colonnes, et chacune des six premières en trois sous-colonnes; finale- 
ment, on ajoutera ensemble les coefficients partiels fournis par les 
diverses combinaisons des sous-colonnes. Or, les 180 déterminants 
qui en résultent se réduisent tous à zéro, à l'exception d’un seul qui 


se réduit à + ı. 


III. Si deux systèmes orthonomes et linéaires du premier ordre, S et 5, 
peuvent se déduire l'un de l'autre par un changement des variables inde- 
pendantes, et si, dans l’un et dans l’autre, les colonnes correspondant aux 
mémes fonctions inconnues contiennent les mêmes nombres respectifs 
d'équations, les deux systèmes sont à la fois passifs ou non passifs. 

Supposons, en effet, que le système S soit passif, et soient 


U, ..., les fonctions inconnues; 
X, ..., les anciennes variables; 
x’, ..., les nouvelles: 


tles formules qui lient æ, ... à x’, ...; 
# celles qui expriment les anciennes dérivées premières et secondes 
de u, ..., en fonctions de leurs nouvelles dérivées des mêmes 


ordres (ou inversement); 
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WM les relations ultimes distinctes des deux premiers ordres du sys- 

tème S; 

W' les relations ultimes distinctes des mêmes ordres du système S’; 
(4) le groupe transformé de @ à l'aide des formules f, £, et composé, 
comme lui, de relations toutes distinctes. 

Puisque, dans l’un et l’autre système, les colonnes correspondant 
aux mêmes fonctions inconnues comprennent les mêmes nombres res- 
pectifs d'équations, les fonctions inconnues ont, de part et d’autre, les 
mêmes nombres respectifs de dérivées principales dans chaque ordre: 
nous désignerons par N le nombre total des dérivées principales pre- 
mières et secondes, soit du système S, soit du système S’. En vertu de 
la passivité du système S, chacun des groupes #4, (M) contient exac- 
tement N relations. 

Cela posé, si l’on transforme l’une quelconque des relations W’ à 
l’aide des formules f, £, la formule résultante, vérifiée pour toutes 
les intégrales du système S, est une conséquence algébrique de 4, 
car autrement la solution générale de S ne posséderait pas le degré 
d’indetermination qui résulte de la nature passive du systeme; on en 
conclut qu'avant sa transformation, la relation considérée du groupe W' 
est une conséquence algébrique de (@). Donc le groupe W’, composé 
par hypothèse d'équations toutes distinctes, ne peut comprendre plus 
de N relations. Ainsi, chacune des nouvelles dérivées principales pre- 
mières et secondes, et en particulier chacune des nouvelles dérivées 
cardinales, n’a qu’une seule expression ultime, d'où résulte, comme 
on sait, la passivité du système S’. 


IV. Si l’on observe, comme je l'ai rappelé plus haut, que tout sys- 
tème régulier est orthonome, le simple rapprochement des alinéas II 
et III suffit à établir l’exactitude de notre énoncé général. 


2. 


J’appellerai, pour abréger, systeme simple un système du premier 
ordre, linéaire par rapport aux dérivées des m fonctions inconnues qui 
s’y trouvent engagées, et résolu par rapport aux m dérivées qui inté- 
ressent une seule et même variable; ou, en d’autres termes, un sys- 
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teme linéaire du premier ordre dont le Tableau ne contienne qu’une 
seule ligne entièrement pleine avec des lignes entièrement vides. 

Cela posé, dans tout système régulier, passif et linéaire du premier 
ordre, la recherche d'intégrales ordinaires correspondant à des conditions 
initiales données se ramène à une recherche semblable effectuée successi- 
vement sur divers systèmes simples ('). 

Supposons, pour fixer les idées, que le système régulier, passif et 
linéaire du premier ordre auquel on a affaire ait pour Tableau 


u v w p 


(25) 





où u, v, ov, p désignent quatre fonctions inconnues des cing variables 
indépendantes x, y, 3, s, ¢. Désignons en outre par &,, Vos 36, So» fo les 
valeurs initiales choisies pour ces dernières, par U,(¢), V;(3,5, 2), 
W,(2,5,¢t),P,(y, 2,5, ¢) quatre fonctions données, et supposons qu'on 
cherche les intégrales ordinaires du systeme (25) déterminées par les 


(1) Dans un Mémoire publié l’année dernière [ Extension du théorème de Cauchy aux 
systèmes les plus généraux d'équations aux dérivées partielles (Annales de l'École Nor- 
male, novembre et décembre 1896)], M. Delassus a ramené l'intégration de ses systèmes 
canoniques à l'intégration successive de plusieurs systèmes de M™* de Kowalevsky : la 
réduction analogue que j’effectue, dans le n° 2 du présent Mémoire, sur l'intégration des 
systèmes réguliers, conduit, comme on le voit, à un résultat plus simple. 
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conditions initiales 


u —U;(¢) pour T—To—= Y — fom 3 — 39 —=S$ — S$ÿ—0;, 
vy —V;(3,5, tl) pour 2 —- u. =Yy— n=0 
w— W,(z,5, ¢) pour 2 m =y— yYo== 9, 


p=P.(y¥,5,5,¢) pur æ—xr—o. 


Il est clair que les intégrales dont il s’agit peuvent, par un groupe- 
ment convenable des termes de leurs développements. étre mises sous 
la forme 


“= (2x — x) U, (2, Y» 3,5, t) + (Y — Jo) U, (7, 3959 t) 
+ (z — 20) U; (x, 5, t) + (s—s,)U,(s, t) + U,;(¢), 


(26) v —(T—T,) V, (æ, Yy,2,5,t) + (Y — Yo) V, (ys 3, 5, t) + V; (3,5, ¢), 
w= (4% — 2) W,(2, Jr 255 t) + (7 — Yo) Waly 2,5, t)+ Wi(z, 5, t), 
p=(x — x, Pi (2, ¥, 5,5, ¢) + Pal y, 2, 5, 2). 


En posant 
(27) (Ss — 50) U,(s, ct) + U,(¢) = Y,(s, ¢), 


la premiére formule (26) devient 


(28) u=(2— Xo) U,(2, y, 3, 5,¢)+ (¥ — Fo) Un y, 5, 5, 1) 
+ (3 — 2) U;(s, 5, ¢) + Y,(s, ¢). 


Cela étant, si, dans la quatrième ligne du Tableau (25), on donne 
aux trois premieres variables x, y, 3 leurs valeurs initiales &,, Yo» 30» 


. , + . du du 2 ys . . 
la fonction u et ses dérivées —; Tr 5° réduisent respectivement a Y,, 


ds 
d “oe 
a a, et les quantités 9, w, p, — > => — > 3 ss 3 | 
a des fonctions connues de s, ¢, comme on le voit sans peine par la 
formule (28) et les trois dernières formules (26). La fonction Y, (s, ¢) 


vérifie donc une équation aux dérivées partielles, linéaire et du pre- 
. , ‚dY 3. . 
mier ordre, résolue par rapport à 3 elle se réduit d’ailleurs, pour 


s = 5, une fonction connue U, (2), comme le montre la formule (27). 
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On est donc ramené, pour la déterminer, à rechercher dans un certain 
systeme simple (impliquant une seule fonction inconnue) l'intégrale 
ordinaire qui répond à des conditions initiales données. 

Supposons connue la fonction Y, (s, £), et posons 


(s — z,) U,(s,5,¢) + YV,(s, 2) = Y3(2z, 5, 8). 


Si, dans la troisième ligne du Tableau (25), on donne aux deux pre- 
mières variables æ, y leurs valeurs initiales &,, y,, on verra, par un 


raisonnement semblable, que u, a, oe se réduisent respectivement 
aY, dY; dv dv dv dw dw dw dp dp dp dp 


aY;, ds’ de’ et y, W, P; dz’ ds’ di’ ds’ ds’ de’ dy’ dz’ ds’ di 
a des fonctions connues de 3, s, ¢. La foriction Y, (3, s, 2) vérifie donc 
une équation aux dérivées partielles, linéaire et du premier ordre, 


, . aY oy ne Aa: s 
résolue par rapport à ——; elle se réduit d'ailleurs, pour z = 5», à une 


fonction connue Y,(s,¢). On est donc ramené, pour la déterminer, à 
rechercher, dans un certain système simple (impliquant une seule 
fonction inconnue), l’intégrale ordinaire qui répond à des conditions 
initiales données. 

Supposons connue à son tour la fonction Y,(z,s, 2), et posons 


(Y — Yo) U,(y,3; Sy t) + Y:(3,5, t)= Y3(y5 3 S,¢), 
(Y — Yo) VaCy, 3,5, t) + V;(2,5, ‘j= ®,(y, 2,5, t), 
(y —yo) Waly, 5, S, l) + W;(2, 5, ey = Wy, 5,5, t). 


Si, dans la deuxième ligne du Tableau (25), on donne à la première 
variable x sa valeur initiale &,, on verra, comme ci-dessus, que 


du du dv dv de dv dw dw dw dw 
w, dy’ dt’ dy’ dz’ ds’ dt’ dy’ ds’ ds’ dt 


u, v, 
se réduisent respectivement a 
dY, dY, dd, dd, db, db, dY, dW, dW, dW, 


dy’ dt’ dy’ ds’ ds’ dt’ dy’ ds ds’ dt’ 
Ann, de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome XIV. — Aout 1897. 36 


Y, ®,, W,, 
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dp dp dp ap, 


—, +, — à des fonctions connues de y, 3, s,4. Les fonctions 


ep’ ds ds dt 


(29) Y.(y¥,5,5,¢), 9,550), Waly, 5,5, ) 


vérifient donc un systeme partiel linéaire et du premier ordre, résolu 


. „en AV, db, dy. ¢ . > ° 
par rapport aux trois dérivées dy’ dy’ dy elles se réduisent d’ail- 


leurs respectivement, pour y = yp, à trois fonctions connues 
Y:(3, s,t), V;(5,5, ¢), W;(3, 5, é). 


4 


On est donc ramené, pour les déterminer, à rechercher, dans un 
certain système simple (impliquant trois fonctions inconnues), le 
groupe d’intégrales ordinaires qui répond à des conditions initiales 
données. 

Finalement, si l’on suppose connues les fonctions (29), les inté- 
grales cherchées vérifient les équations de la première ligne du 
Tableau (25) et se réduisent, pour x = x,, à des fonctions connues 


Y:(7, 5, 5,4), ®,()', 5, 5, €), W,(y, 5, 5, t), P,(y,3,5, ¢). 


On est donc ramené, pour les déterminer, 4 rechercher, dans un 
dernier systeme simple (impliquant quatre fonctions inconnues), le 
groupe d’integrales ordinaires qui répond à des conditions initiales 
données. 


APPENDICE. 


Dans un Mémoire publié ici même à la fin de l’année dernière (!), M. De- 
lassus a émis sur mes travaux certaines critiques auxquelles j’ai répondu 
dans un article publié en mars (?); une Note de M. Delassus, parue dans le 
numéro de juin (*), m'oblige à une nouvelle réponse, qui, je l'espère, fera 
cesser tout malentendu. 





(1) Extension du théorème de Cauchy, etc. (Annales de l'École Normale, novembre 
ct décembre 1896). 

(?) Sur les systèmes differentiels les plus généraux (Annales de l'École Normale, 
mars 1897). 

(3) Note sur les systèmes differentiels (Annales de l'École Normale, juin 1897). 
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En ce qui concerne le théorème de M. Tresse ('), il est exact, comme le 
dit M. Delassus, que je ne l’ai pas démontré, et je ne fais aucune difficulté 
de le reconnaitre. 

J'arrive maintenant à l’objet principal de notre débat. 

Si, dans son Mémoire sur l’Extension du théorème de Cauchy, M. Delassus 
se fat borné à dire qu’il avait retrouvé mes résultats, ou plutôt certains de 
mes résultats, avec quelque chose en plus, il eût été dans le vrai, et cette pré- 
tention de sa part m’edt semblé toute naturelle; je n’ai jamais songé, comme 
il semble le croire, à revendiquer comme mien ce quelque chose, et si j’ai, en 
mars 1897, publié une Note, en réponse à son Mémoire, c’est que ce dernier 
contenait sur mes travaux une critique que je persiste à ne pas trouver justi- 
fiée : j'estime, en effet, contrairement à ses assertions, avoir établi le premier 
ce fait, que, dans tout système différentiel composé d'équations en nombre 
fini, la solution générale, si elle existe, dépend d’un nombre fini d'éléments 
arbitraires, constantes ou fonctions. 

Dans la Note qu'il a publiée en juin dernier, M. Delassus s’exprime ainsi : 


« Les intégrales des systèmes différentiels peuvent être considérées comme 
dépendant d’une infinité de constantes arbitraires, ou d’un nombre fini de 
constantes et fonctions arbitraires, le second point de vue pouvant d’ailleurs 
se déduire du premier si l’on sait trouver une loi convenable pour le groupe- 
ment des constantes arbitraires en nombre infini. Dans tous les Mémoires 
que M. Riquier a publiés, en collaboration avec M. Méray ou seul, les inté- 
grales sont considérées uniquement sous le premier point de vue, et M. Riquier 
s’occupe, pour la première fois, du groupement en fonctions arbitraires dans 
sa Note récente, qui constitue une addition à son Mémoire, addition posté- 
rieure de près d’un an à la publication de mes résultats sur la question consi- 
dérée à ce point de vue. » 


Il m'est on ne peut plus facile de répondre à ce qui précède. 

Effectivement, dans le Mémoire que M. Méray et moi avons publié en col- 
laboration il y a sept ans, et dans lequel nous étudions des systèmes du 
premier ordre résolus par rapport à certaines dérivées, nous nommons déter- 
mination initiale d’une intégrale la fonction de ses seules variables paramé- 
triques à laquelle se réduit cette dernière, quand on donne à ses variables 
principales leurs valeurs initiales (*); nous faisons remarquer ensuite que, 
dans un pareil système, l'hypothèse de la passivité, combinée avec celle de 
laconvergence des développements, assure l'existence d’intégrales ordinaires 


(1) Tout système différentiel composé d'équations en nombre illimite équivaut, au point 
de vue de l'intégration, à quelque système différentiel n’en comprenant qu'un nombre 
limité. 

(2) Voir les Annales de l'École Normale, p. 37; 1890. 
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répondant à des déterminations initiales arbitrairement choisies, en sorte que, 
sous le bénéfice de ces hypothèses, la solution générale du système dépend 
de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre égal à celui des incon- 
nues (!). Une remarque analogue avail d’ailleurs été faite sur tous les types 
du premier ordre étudiés antérieurement au point de vue de l'existence des 
intégrales, et, en la présentant à notre tour, nous n’avons fait, M. Méray et moi, 
que l’étendre à un type du premier ordre plus général. Je l'ai donc, dans tous 
mes travaux ultéricurs, considérée, et à juste titre, comme un lieu commun 
de la théoric des systèmes du premier ordre; cela étant, la question de l’exis- 
tence des intégrales se posait pour moi dans les termes suivants : Étant donné 
un système différentiel quelconque (que je supposais ne comprendre qu’un 
nombre limité d'équations), le réduire, sauf constatation éventuelle d’impos- 
sibilité, à un système du premier ordre où se trouve réalisée la double con- 
dition : 1° de la passivité; 2° de la convergence des développements des inté- 
grales. Ce problème, j’en ai publié la solution dès 1893, c’est-à-dire anté- 
rieurement aux travaux de MM. Tresse et Delassus; c’est donc à moi qu’il 
convient de l’attribuer, et, du même coup, la proposition formulée au début 
de la présente Note. 

Ainsi, la raison du silence que, dans mes travaux postérieurs à cette date, 
j'ai gardé sur le groupement des constantes arbitraires en fonctions, sautait 
aux yeux de tout lecteur attentif : par le seul fait de la réduction à une forme 
orthonome passive du premier ordre, la solution générale d’un système 
donné devait dépendre finalement de fonctions arbitraires en nombre fini, et 
ces fonctions se dégager d’elles-mémes, sans que j'eusse besoin de m’en in- 
quiéter. 

M. Delassus semble s’étonner que l’article publié par moi en mars 1897 
soit postérieur de près d’un an à la Note qu’il a communiquée à l’Académie 
des Sciences. La raison en est fort simple. J'avais remarqué avec intérêt, en 
lisant le Compte rendu du 30 mars 1896, que M. Delassus avait retrouvé une 
partie de mes résultats avec quelque chose en plus, et c’est précisément ce 
quelque chose qui justifiait à mes yeux la publication de sa Note; mais, en ce 
qui concerne l'objet de notre débat actuel, que j’ai nettement spécifié plus 
haut, ma priorité ne me semblait pas pouvoir faire l’ombre d’un doute, et il 


(1) Nous disons, en effet (Annales de l'École Normale, p. 37 et 38) : 

Pour qu'il existe un groupe d’intégrales ordinaires répondant à des déterminations 
initiales données d'avance, il faut et il suffit : 1° que, dans le calcul des valeurs initiales 
des dérivées principales, il y ait concordance entre les relations ultimes; 2° que les 
développements construits par la méthode des coefficients indéterminés soient conver- 
gents. — Et, quelques lignes plus loin, nous nommons système passif un système où la 


concordance des relations ultimes a lieu pour un choix arbitraire des déterminations 
initiales. | 
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ne me serait jamais venu à l’esprit que M. Delassus pdt la contester; je n'ai 
eu connaissance de cette prétention que dans les derniers jours de jan- 
vier 1897, époque à laquelle les numéros de novembre et décembre 1896 des 
Annales de l’École Normale, qui contiennent le Mémoire de M. Delassus, 
sont parvenus à la Bibliothèque universitaire de Caen. Je me suis hâté 
alors de rédiger une réponse, et, dès le 1° février, M. Darboux avait cette 
réponse entre les mains. On serait donc mal fondé à me taxer de lenteur en 
cette circonstance. 

Comme je l’ai dit au début de cette Note, on ne retrouve, dans le Mémoire 
de M. Delassus, qu’une partie de mes résultats, et M. Delassus laisse entiére- 
ment de côté la réduction d’un système complètement intégrable d'ordre 
quelconque à un système linéaire et complètement intégrable du premier 
ordre, réduction qui, selon toute probabilité, doit procurer, dans plus d’une 
circonstance, des avantages notables. D’autre part, et c’est là un point qui ne 
me paraît pas sans importance, ma méthode dispense entièrement de recourir 
au changement de variables, dont l’emploi peut, dans certains cas, présenter 
des inconvénients sérieux, et que l’on trouve, dans le Mémoire de M. Delassus, 
à la base de tous les raisonnements. 

En terminant, je tiens à remercier M. Delassus des appréciations élogieuses 
que, nonobstant ses critiques, il a cru devoir émettre sur mes travaux. De 
mon côté, et abstraction faite des cas où le changement de variables est à 
éviter, je reconnais avoir appliqué avec fruit, dans le présent Mémoire, l'idée 
fondamentale du sien, pour simplifier mes résultats. 
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PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CLERMONT-PERRAND. 


Les coefficients des parties principales du carré de la distance de 
deux points et de la distance d’un point au plan tangent infiniment 
voisin (E, F, G, D, D’, D”, suivant leur désignation habituelle) étant 
connus, et par suite leurs dérivées des divers ordres, on peut former, 
par rapport à trois axes arbitrairement choisis, l’équation d’une por- 
tion infiniment petite quelconque de la surface. La méthode qui per- 
met d'avoir cette équation donne en même temps les relations diffé- 
rentielles entre les six coefficients E, F, G, D, D’, D’; mais cette 
équation elle-même, en se bornant aux termes du troisième ordre, 
est très simple dans certains cas, très facile à établir et très utile. 
Dans ce Mémoire, j’étudie ces termes du troisième ordre non seule- 
ment pour les surfaces, mais pour les courbes et les fonctions de trois 
variables, et donne quelques applications. 


1. Supposons les coordonnées rectangulaires, x, y, d'un point 
d'une courbe fonctions holomorphes de la variable indépendante ¢ et 
la somme des carrés de leurs dérivées premières différente de o, 
x'?+ y= A? 0. 

Rapportons la courbe à la tangente et à la normale au point ¢. 
comme axes des & et des n; il vient 


2 2\ +3 | 
ES Ar + AE + ( _ wartete 
+ 
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pour les coordonnées du point ¢+7 de la courbe, D étant égal a 
x'y"— y'x”, et les accents indiquant les derivations. Les coefficients 
En» M peuvent s'exprimer à l’aide des fonctions A, D et de leurs déri- 
vées d’ordre au plus égal an — ı pour &, et à n — 2 pour n,, A, seule 
parmi ces fonctions, entrant en dénominateur. En effet, la distance des 


points + et t + dt a pour valeur principale d’une part A dr, d'autre 


part VE? + »/7d7; et la distance du point t+ dt à la tangente au 
point + a pour valeur principale d’une part 


d'autre part 
to Al EM 
En nit dr? 


2VER+ NE 
A, ® étant les valeurs de A, D pour t + 7. D’oü les égalités 


N n°? t” 
£ i+ pp SAAT +... HAM, tom te 





rh 
1.2...7 





Etn"—n'E =D+D'r+...-+ DM" +... 


7’ est une fonction qui s’annule avec +, tandis que &’ ne s’annule pas; 


12 . 
\/ 1 + ET est donc développable en série ordonnée suivant les puis- 


sances croissantes de t, et, dans cette série, le coefficient de +” est 
une fonction entiére de 


Ei» Es, Es, .. En—ty Nas Ns» rs Nn—2s TNn—1- 


Égalant de part et d’autre dans ces égalités les coefficients de 7”-', 
la première donne 7&,, et, transporlant la valeur obtenue dans la 
seconde, celle-ci donne (zn +-1)nAn,,,. On vérifie que les valeurs 
obtenues satisfont à la proposition. 

Lorsque la variable indépendante est l'arc (s) de la courbe, A = 1; 
nous désignerons par a la valeur correspondante de D, courbure de la 
courbe au point ¢; tous les coefficients s’expriment à l’aide de a et de 
ses dérivées par rapport à s. Effectuant l'élimination de + dans le cas 
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général, on a donc 


LÉ | dae 

I= 5 ds 6: 
da _1 da 
ds À dt 


Tous les coefficients sont fonctions entières de a et de ses dérivées 
par rapport à s. 


2. Supposons les coordonnées rectangulaires x, y, z d’un point 
d’une courbe fonctions holomorphes du paramètre #, satisfaisant aux 
deux inégalités 

x'+ y%+ 3 AZ 0, 


(y'3"— s'ax")+ (s'r"— a's")? + (x'y"— ya D? 0, 


pour le point 2 considéré. Prenons pour nouveaux axes coordonnés 
6, n, Ç la tangente, la normale principale et la binormale; on aura 
pour nouvelles coordonnées du point XYZ 


= A 
X—-2z Y—y Z— 3 

1 I ! I 
NZ 0 x Y Ss 

AD - ’ 

y' so" slo" osha" — xls" z'y"— y'x" 
X—x Y-y 2-3: 

c= x! y' z' 

x" y" „N 


2 2 
arte (WOR) Babee 
pte aa et 
=X 2 A 6 eee Nyt . 0.09 
& 7 (D! rt 
=D STD a to tent te.., 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. Aout 1897. 37 


290 A. PELLET. 


© représentant le déterminant 


x sy 
D = x! y’ 3! , 
| Æ ey 


et Ens Nn» GA des coefficients qui peuvent s’exprimer à l’aide de A, D, © 
et de leurs dérivées d’ordre au plus égal ar —1 pour &,, m — 2 pour n,, 
etn — 3 pour &,, A, D seules, parmi ces fonctions, entrant en déno- 
minateur. Comme dans le cas des courbes planes, on a deux expres- 
sions différentes pour les valeurs principales des distances du point 
+ + dr aux plans normal, rectifiant et osculateur au point +. D'où les 
égalités 
ey mre =A+Alt+...+ AE? +..., 





ce" 1.2...” 
tet vlaW\e | VIEH FIYUNg (nen 
g’ n’— n't") ve 4 ee n ") we 55 ) —-D+D'r-+.. +: D mt 
n” 5” Diner 
4 N" C |= 84+ O'r+...4+ —— + ..., 
, , 1.2... 
E" arn 


les radicaux qui entrent dans les deux premieres égalités sont deve- 
loppables en series ordonnées suivant les puissances croissantes der, 
les coefficients de 7” étant des fonctions entières des quantités &,, 
Es tees Emo Mas cess mis Gas eee) mue 

En égalant de part et d’autre dans chacune d’elles les coefficients 
de t”-', la premiere donne nE,; puis, transportant la valeur trouvée 
dans la seconde, celle-ci donne (n+1)nAn,,,, et enfin la troisième 
équation obtenue apres la substitution des valeurs de &,, n,,, donne 
(n+2)(n+1)rDt,.,. Les valeurs qu'on obtient ainsi satisfont aux 
conditions énoncées. | 

Lorsqu'on prend la longueur de l’arc de courbe s pour parametre, 
A — 1; désignons par a et b les valeurs que prennent alors D et ©: 


a est la courbure de la courbe ct 2 la torsion: tous les coefficients 


s'expriment à l’aide de a, de b et de leurs dérivées par rapport à s. 
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Dans le cas général, l'élimination de t donne donc 


—,75 , I 4}; 
_ O,, 1 db, 
— Gas BETT ds ° me 


3. Supposons les coordonnées rectangulaires x, y, 3 d’un point 
d'une surface, fonctions holomorphes de ¢ et de u; désignons par 
Edt? + 2F di du + Gdu?, la partie principale du carré de la distance 
des points u, tet u + du, t + dt; par 


Ar (Dat: + 2D' dt du + D’ du?) 


la partie principale de la distance du point ¢+ dt, u + du au plan 
tangent au point ¢, u, H représentant VEG — F?, que nous supposerons 
différent de o. 

Rapportons la surface à trois nouveaux axes rectangulaires &, n, €, 
passant par le point ¢, u, l'axe des ¢ étant la normale à la surface. Les 
coordonnées &, n, ¢ du point correspondant à ¢+ 7, u + u sont des 
fonctions holomorphes de 7, v s’annulant avec ces variables, et & ne 
contenant pas de terme du premier degré : 


Ce = 2 Tr + U + ds + Ës tee tint... 


N= AT + By Nes Hate, 


c= pn (Dt + 2D'to + D"v?) +, +...+53 


En» Nns Gn étant des fonctions homogènes de degré n en +, v. Les coeffi- 
cients de &,, Nu, G peuvent s'exprimer en fonctions entières de E, F, 
G, D, D’, D’ et de leurs dérivées d’ordre au plus égal à n — ı pour &,, 
M etä 2 — 2 pour G,, la quantité H seule entrant en dénominateur. 
in effet, on a deux expressions pour la partie principale du carré de la 
distance des points 7, v et t + dz, v + du; dans l’une, les coefficients 
de d=?, dt du, du? sont exprimés à l’aide des fonctions &, n, ¢; dans 
l’autre, les coefficients sont les valeurs des fonctions E, F, G pour 
t+ 7,u + u;de même, pour la partie principale de la distance du point 
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= + d£,9 + du au plan tangent en =, v. D'où résultent les six égalités : 


ee +n? +77 =E+E,+E,+...+E,-+..., 
El + nm + 325, =F + Fi, +P 4+...+F,~.... 
anf - 2 =—6+6,+G6,4+...+Ga+.... 


„m 


” 
ea Tr 


D % % |=D+D,+D,.+...+-M.—.... 
¥ 


‘ 
. 
as 
€ 


2 m & |=D'+D1+D,+...+D,—-.... 


ER 
|: Nz 5 =D'+D,+D;+...-+D;+...…. 


! id ‘ 
Es y Cy 





E, représente la fonction homogene 





DE, yp OE "lo +... + ey). 
1.2...n\ ot" gut du ou" 
et de mème pour F,, G,. D,, D,, Dj. 

Egalant les termes indépendants de =, » de part et d’autre, ona trois 
équations entre x, 5, &,, 8,3 le choix de l'un d’eux reste donc arbi- 
traire, ce qui correspond à l'indétermination de l’axe des £ dans le 
plan tangent; le choix étant fait, en égalant les termes du premicr 
degré, on obtient, entre les dix coefficients de £,, 7, {,, douze équa- 
tions qui déterminent ces coefficients et donnent deux relations diffé- 
rentielles entre les fonctions D, D’, D”, E, F, G; en égalant de part et 
d’autre les termes du second degré, on obtient dix-huit équations entre 
les treize coefficients de &,, 7,3, 4,3 ces équations déterminent ces coef- 
ficients et donnent en outre cing relations différentielles, de sorte 
qu'il y en a au moins une nouvelle; en général, en égalant de part et 
d'autre les termes du degré rn — 1, on obtient Gn équations entre les 
3n + 4 coefficients de &,, Yas Inrı; Ces équations déterminent ces 
coefficients et donnent 3n — 4 relations différentielles entre les six 
fonctions D, D’, D”, E, F, G de £ et dew. Ces relations sont des conse- 
quences de trois d’entre elles bien connues; mais la méthode actuelle 
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offre cet avantage de donner l'équation de la surface relativement au 
système des coordonnées &, n, €. 


4. Les équations auxquelles on est conduit sont de la forme 
Enr + Nae fs BEns + Brian = fi 
Benet Biur + Knut Any — fi 


I, fs fo étant des fonctions homogènes en 7, v, de degré nr — 1. 
Posons 
En + Na Pno Den + Binn = Vas 


la connaissance de 9,, 4, entraine celle de £,, n,, pourvu que «3, — 64, 
soit different de zéro. Il vient 


Pr JS; Lau = fs: Var + Gnu fa 
d’où la condition 
(1) acu fus + fin, 


qui doit avoir lieu identiquement, ce qui entraine n — 2 relations 
entre les coefficients des fonctions f, /,, f,. Ces relations étant satis- 


faites, on a 
N(R —1)9,= OL et 270 fs tv? (fey — fie), 


n(n —1)bea= (for — fo) +270 fe + vf. 


Remarquons que l'équation de condition (1) est satisfaite lorsque, x 
étant une fonction homogene de et v, on a 


J = GT fi= Bars fa Da Le + Lars, 
et qu'elle devient 
Stes — Jo — fin = Luds— ri = 0 
dans le cas où l’on a 
f=ixre, Nailed, fa= UY. 


5. Revenons aux égalités du n°3. En égalant, de part et d’autre, les 
termes indépendants de x et dev, il vient 


+ a?—E, + Beh, 23 +09 =F; 
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a3,— 3x = VEG — F? = Hl. 
Posons 
2 +on—? pitpin=y 


les trois dernières égalités de ce n° 3 deviennent 


On Des CH 


H Or de C. — D + D, + D, +... 


Po Yo by 
. mw wey Cty 
wl? vt o& | =D'+D,+D;+..., 


Ou WwW 5 

Pur us Eu 

Al? Ye &|=D'+Di+D;+...; 
Po Yo % 


et, sous cette forme, on voit immédiatement qu’elles sont indépen- 
dantes de l’indétermination qui reste encore pour les quantités 2, &,, 
3, B,. 

En égalant, de part et d’autre, les termes du premier degré dans le 
groupe des trois premières égalités, provenant de l'élément linéaire, 
il vient | 

Os: — + E:, Us, = à Gus Or + Var = Fy; 
d'où 





Ou 
A _ 1! 2 oF JE a, 0G 9G . 
r2— 71° D — Ja) et Oa 


Les trois dernières égalités du n° 3, ou plutôt celles qui les rem- 


placent écrites plus haut, donnent ensuite ¢, et deux relations diffé- 
rentielles : 


Q le Gr te 17-3) 
ra AL dt M (2 , 


20, 2),  GHE, 
gi © F Dr+D'o|=D,#+2D;s +Dio—2H6, 
F G D'+ D" 
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(EOF 108 5 | [1B 106 _ 

2 dt dt 20u u 2du 20 = 0D d0D 

E F D' E F D|— (Gain) 

F G D’ F G D' 

OF 1 0G 1 0G 1 9E 1 0G 

du 20t 20a ° 20a 20. ° ‚(9D' om 
E FD| |E Fr p'|=H (Sr x) 
F G D F G D’ 


2HH, représentant EG, + GE, — 2FF,. (Darsoux, Leçons sur la Theo- 
rie generale des Surfaces, t. III, p. 248.) 


6. En égalant de part et d'autre les termes du second degré dans 
les égalités du n° 3 provenant de l'élément linéaire, il vient 


s , 


Ozu + Var = F, — Er Eu — Nr Ny — Sar Lau. 
Ces équations, pour étre compatibles, exigent, d’apres le n° 4, la 
relation suivante : 


OF  10E 196  „ 


"27" vi. __ 
I vy — 64) = — — - — — - ont. 
(1) Sat Sau: — Satu Otdu 2 du? 2 dl? dès 





a 1 "2 ” . m . 
— Éact Eu: + Nety — Natt Noy} 


un calcul facile donne 
Esru — Er Eau + Naty — Nery Vigo! 
I * n a ” ” n n ” n ” n n N 
= TE LG (pat — Sort Gaur) + Fours Your +de — 2 open Vary) FE (bei, — ars Vays) ]). 
Si l’on exprime ¢ en fonction de & et n et qu’on pose 
€=4(ac?+ acin+ bn?)+..., 
il vient 
Bari Gaus — Coty = H*(ab —c*), 


et l'équation (1) donne l'expression de la courbure totale de la surface 
en fonction des coefficients de l’élément linéaire (théorème de Gauss). 
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7. Les formules se simplifient lorsque les courbes coordonnées 
sont rectangulaires, auquel cas F =o. Soit alors A? dt? + B° du? le 
carré de l’élément linéaire ; prenons pour axe des € la tangente à l’élé- 
ment dont les extrémités sont =. uv et 7 + dr,u; pour axe des n la per- 
pendiculaire et pour variables indépendantes § et n au lieu de 7,v. 

Posons 


I 
T= <8 + Ta Tao ++... 


I 
VS Bt vet Yate. taten 


= L(aËt+acin + bn?) + 03+...4+...+Sn+..., 


Zus Un, G étant des fonctions homogènes de &,n, de degré n. On a ces 
deux expressions du carré de l'élément linéaire : 


(1+ p?) dé?+-2pq didn + (1+q?)dn?, dz? + wh? ds’, 


+, w étant les valeurs de A, B pour¢+ 7, u+ 0; et p,g étant les dé- 
rivées partielles de ¢; d’où 


Ot Oo oz \? do \? 
2— Al — {2 , 2— | — n2( —_ |, 
I+ p (5) +1 (5) 1+9 (5) + (5) 


qe 2 07 OT yh? ACE 03 
PTT OF On dE On 


P et 2 FE - s’annulent avec les £ et n; il en résulle 


AUDE CE 


les termes non écrits dans le dernier membre étant au moins du qua- 
trieme degré en &, n. Ainsi 


cbt ee 
1+ 3 (a A?tah) +..., 
eb Ty, + vb VE Dee Gen + 


Les termes du premier degré manquent dans les seconds membres; 
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en égalant à zéro ceux des premiers membres, ıl vient 


At =—q An Bug =— 7 Br A tin + Buj = 0, 
d’où 
= ( AE AE 2) 
Fa OA dt A? ou AB ot AB?’ 
yea À | 
27 oB ou AB ot AB du B? 


En égalant de part et d’autre les termes du second degré, on aurait 
des équations déterminant 7, et v,, et donnant en outre une relation 
entre a, b, c, A, B et les dérivées premières et secondes de A, B par 
rapport a¢ et au; on en tire l’expression de la courbure totale déjà 
‘établie au n° 6 et qui peut ici s’écrire 


0 
0 ancad—ery=—[2(4 28) 4 2 (4 24) 


La partie principale de la distance du point § + d&, n + dn au plan 
tangent au point &, n, est égale d’une part à 


1 (ado? de? + 2y vb dr du + BB? du’), 
a, ß, y étant les valeurs de a, b, ce pour £ + 7, u + vu; d’autre part, à 
1 Ge dE + 20en didn + Es dn? 
2 Vi+p?+g 


Égalant les termes du premier degré dans les coefficients corres- 
pondants de ces deux expressions, il vient 


Ge = a, + 2cBux, Ein = Ob, + 2C AT, 
stn — C1 + AA tan + OB vg; 
mais 
, 1 (OA, OB 
AB ag (903 Ge”): 
Ann. de l'Éc. Normale. 3* Serie. Tome XIV. — Aout 1897. 38 
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donc, en définitive, 


ABS (0 ar ch, 
Bo? — ASE — (a — 6) D +26 2, 

com (98. 2 0) a (Je — 5e Ben 
a (I 


0 0 Md , . ® ’ ° 
95’ Je, indiquant les dérivées prises par rapport aux arcs des courbes 
1 
coordonnées; ainsi 
da _ 1 da da 


L 
os Ad os, Bou 


8. Ces formules sont immédiates lorsque les courbes coordonnées 
sont les lignes de courbure de la surface, auquel cas c = o. Les cour- 
bures principales, multipliées par Vi + p?+ q?, sont données par 
l’equation en p 
(1) LG + p*) — Se ][e (1+ 9?) — Se] — [rap Im)’. 


D'autre part, ces courbures sont égales à a, 8, valeurs de a et b pour 
t +7, u+u. Substituant et annulant, dans le premier membre, les 
termes du premier degré dans chacune des équations obtenues, il 
vient 


L’équation différentielle des lignes de courbure est 
Loge (t+ 97) Se.) an? + [QG + p*) Sas — Se. (+ q°)] dy dé + [(1+ p°) 6, — pq$ia] dE — o. 


Or les équations de ces lignes de courbure s’obtiennent en donnant 
à tet à v des valeurs constantes ; l'équation précédente est donc iden- 
tiquement satisfaite si d& et dy sont lies par la relation 


Te dE + Th dn = 0, 
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ou par la suivante 
Ur dé +-v,dn =o. 
Cette derniere donne 


dn 1 


de = Apt Aud + Bin) +... 


substituant et annulant les termes du premier degré, il vient 


(2) a a py A _, ob b—adB_ 
du OK ou 7 BB a 


En annulant les termes du second degre dans les fonctions obte- 
nues en substituant à p,ayı +p°+ g°, Byı+ p*+g* dans le pre- 
mier membre de l'équation (1), on obtient six équations pour déter- 
miner les coefficients de €,; ces équations donnent donc, en plus de 
ces coefficients, une relation entre les fonctions A, B, a, b de ¢ et 
de u; cette relation n’est autre que celle qui donne la courbure totale 
de la surface au point ¢, u 


_ 0 f1 OB oO {1 JA\ 
9. Lorsque les lignes de courbure sont isothermiques, A et B ont 


des valeurs égales en choisissant convenablement les paramètres £, u. 
Les équations (2) et (3) du numéro précédent deviennent alors 





da (a—6) 04, db  b—ada_ 
u A u vr a Ao” 
(1) | F ” 
Mab=—| 5504+ 55 A 


Si a,b, A est un systeme de solutions de ces trois équations, 
mA?a, — mA°b, ner en est un autre systeme, m constante arbitraire; 
les surfaces correspondantes ont méme representation sphérique 

A?(a* dt? + b? du?) 
et, par suite, peuvent être placées de manière à avoir leurs plans tan- 


gents parallèles aux points correspondants; de plus, le rapport des 
éléments linéaires mA’, aux points correspondants, étant indépendant 
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de la direction des éléments, la correspondance établie réalise une 
représentation conforme des deux surfaces l’une sur l'autre. La re- 
cherche des couples de surface jouissant de cette double propriété 
constitue le probleme de Christoffel (Darsorx, Leçons sur la Theorie des 
Surfaces, t. I], Chap. XI). 

Cherchons dans quels cas les surfaces que nous venons de trouver 
peuvent être parallèles. Portons une longueur / sur chaque normale à 
la surface 

= $(a&+ bn?) + 33,4+...; 


il vient, pour les coordonnées &’, x, ¢’ de l'extrémité 





e=(1—al)+..., ‘=n(1— bl) +..., 
”— l=! [ati — al)22+ br — bl)? ]4...; 
d’où 
a A. I 
= (2 Tu” ) 


_ı[ & ga, Sen da 36% _ ab, n° _ x | + 
6[(1—al ds (a—al?(i— bi) ds, * (1—al)(1— 01 ds (t— bl) ds, 


Il faut qu'on ait 
a -__ A? fp — b . 
A°b— 1 — bv’ 





2 — 
Alam ı— al 


éliminant A?, il vient 

2—(a+b)l=o; 
ainsi a + 6 est constant; et les points correspondants sont conjugués 
harmoniques par rapport à leurs centres de courbure principaux com- 
muns; les parallèles aux éléments correspondants, menées par l'ori- 
gine de l’un d'eux, sont symétriques par rapport aux plans principaux : 


on a ensuite 
_a+b 
~ a—b 


A? 


Ces valeurs satisfont bien aux équations (1); elles donnent, en posant 
a+b= k, 
2 
C C? A, 2,1 


— / -a-Ih = — — — fk? — — — m — 
aa bn Ze on A tou 


C étant une constante arbitraire. 
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L'hypothèse a + b = &, introduite dans les formules (2) du numéro 
précédent, donne | 
1 OA | 1 da 1 OB _ ı da 
Adu” 2a—kodu Bot” a2a—kae 

et montre que la surface est isothermique 

Ces dernières formules mettent en évidence les propositions dues 
à Bonnet et développées dans les Leçons sur la Théorie générale des 
Surfaces de M. Darboux (t. III, p. 382 et suivantes). 


10. x, y, 3, w étant quatre fonctions holomorphes des trois va- 
riables 2, u, v, effectuons la transformation orthogonale, X, Y, Z, W 
etant des variables indépendantes : 


E=l (X—27)+4 (Y—y) + (2Z—3) +1, (W—#), 
n=m(X— z)+m, (Y—-y)+ m, (Z—-:)+m, (W-—w), 
—=n(X—-xz)+n (Y-y)+n,(2—-:)+n(W-—-w), 
a=p(X-z)+p (Y-y)+p(Z-3)+p (W—w). 
Les seize coefficients /, m, n, p sont tels qu'on a identiquement 
2+ nit 09°+0°= (X — 2)?+(Y—- y)?+ (Z—3)?+ (W — ww); 


ce qui donne entre eux dix relations. 

Si l’on remplace X, Y, Z, W par les valeurs de x, y, 5, w corres- 
pondantaé +7, u + u,v + v, valeurs qui sont données par la formule 
Taylor par hypothese, on aura 
(1) dt? + dn? + df*+ dw*= dX? + dY?+ d7?+ dW* 

= Eds Fdsyt+ Gdv?+ 20 ds dv + aM dv dr + 23 dr ds, 

o,F,G, £, NM, % étant pouré +7, u+v,¢-+ v les valeurs des fonc- 

tions E, F, G, L, M, N définies par l’équation 


dx? + dy?+ dz?= Edt? + F du? + G de? + 2L du dv + aM de dt + 2N dt du. 


Supposons le déterminant 
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différent de o. Alors on peut prendre pour w 


f 
I Ti Yı se Ve 
Go — H x’ yı z' Ww" ’ 
u u u u 
, (A ? ? 
Tr, Yv ay m, 


et il ne reste plus que trois indéterminées parmi les coefficients /, 
m,n. Posons 


= AT + BIA VIE, +. HE... N — A,T + B,v + Yı? + Nt..+ Nat oery 


De?+ Dv? + D'ut + 2Avy + 2Alvr + a A"ro 
(3) —_ 2m Tg — = — 
all 


C= Ot + Bayt yar ++. tn: 


+ Wy t+... + Oyat..., 


En» Nn» In, Wy étant des fonctions homogènes de 7, u, v de degré n. On 
aura 
az dn dt dw 
a Mr Er a |— Md? + D dst + WO" dv? 

(2) om KG wy + 20 do dy + 20’ dy dr + 20” dr ds; 
mW 
D, D’, ®”, à, 0’, à étant les valeurs, données par la formule de Taylor, 
de D, D’, D’, A, A’, A” pourt + 7, u+0v, 0+; et d?E, d?n, dC, dw, 
les différentielles secondes des fonctions &, n, €, w. 

Les égalités (1) et (2) nous donnent chacune un groupe de six éga- 
lités entre des fonctions de x, u, v. Egalant les termes indépendants 
des variables, il vient 


at+ ait ai— E, B’+8: +9d;=F, Prim, 
by + Bix: + Day: = L, VX + Yi + 72%3— M, a3 + 2,8, td, = N; 
d’où l’on tıre 
a a, a, |* E N M 
B 6B, Bal=iN FL|=H}; 
Y V1 7s M LG 


et, entre les neuf quantités a, B, y, il reste trois indéterminées, ce 
qui correspond à l’indétermination des /, m, n. 
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Posons, quel que soit l'indice x, 


En + Lin + Oyen = Pni Beat Bm + BeSn= Vas 
YEn + Yan + ¥2on— Yn- 
En égalant entre eux les termes du premier degré dans le premier 
groupe d’égalités (1), il vient 
9: = 1E,, Vey = 4F,, Aa = + Gi, 

La + Vey —L,, Dev + Ya = M, Yer + Pau Ni; 
équations qui déterminent 9,, b,, y.,. Le second groupe d’égalités (2) 
donne dix-huit équations entre les coefficients de w,, au nombre de 
dix; ces équations déterminent les valeurs de ces coefficients et éta- 


blissent huit relations entre les fonctions D, D’, D”, A, A’, A’, E, F, G, 
L, M, Net leurs dérivées premières. 


11. Egalant de part et d’autre les termes du second degré, le pre- 
mier groupe d’égalités (1) du numéro précédent donne 


of, Yi = Sis Yav = frs 


Yat Vv =F vt Ye Sn Yau + Ye Sa; 
en posant 
f= 1 E-m ni tot) 0. 


gL, — Es: — Nay Ney — Seu Ney — Wey Wav, 
On en déduit facilement les relations 
Sov — fiv — frs = 0, Ei — Jus — fin = 9, Sav — fo — fin = 9, 
2 fav + £u— Sir — Sav = 9, 2 net Liu — Ot — Jay — oO, 
2 fary + 8m — En Sivy — 0. 
Ces relations donnent les valeurs de 


D'D'— A?, D’D-A", DD'— A", 


(1) A’A"—AD, AA"—A'D', AA’— AD’, 


en fonctions de E, F, G, L, M, N et de leurs dérivées premières et 
secondes. 
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Si le déterminant 
D'D’— At =AA’—A'D' AA'—A"D” 
AA’—A’D' D’D—A'? AA’— AD 
AA’— A’D” AA’"—-AD DD'— A” 
nest pas nul, les valeurs de D, D’, D”, A, A’, A” sont déterminées: 
transportant dans les huit équations aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre obtenues au numéro précédent, on a huit équations simul- 
tanées aux dérivées particlles du troisième ordre pour les six fonctions 
E, F, G, L, M,N. 
Si les six quantités (1) sont nulles, la fonction 


Dz? + D'v?+ D’v?+ 2 A uv + 2A v7 + 2A’ ry 


est un carré parfait et les fonctions E, F, G, L, M, N satisfont à six 
équations aux dérivées partielles du second ordre. Si l’on exprime 
l’une des coordonnées primitives z, y, 3, , en fonction holomorphe 
des accroissements des trois autres, w par exemple, 


VY Wot Wy, + Wet... + Wat..., 

w, étant une fonction homogene de degré n de dx, dy, ds; w,, c’est- 
a-dire la différentielle seconde de w, sera un carré parfait, et récipro- 
quement. Ainsi w peut se définir par les équations 

Az+By+ Cs+w+P=o, 

A'e + B'y + G's+P’=0, 
A, B, C, P étant fonctions d'un paramètre et A’, B’, C, P’ leurs déri- 
vées. On se trouve dans ce cas lorsque 


Ed?+ F du’+ Gdv?+ 2Ldudv +aMdvdt+aNdtdu 


représente la partie principale du carré de la distance de deux points 
de l’espace euclidien, puisque, alors, est nul. Les équations aux 
dérivées partielles du second ordre auxquelles on arrive ont été don- 
nées par Lamé, lorsque les surfaces coordonnées sont orthogonales, et 
par l'abbé Aoust dans le cas où elles sont quelconques. 


12. Rapportons l'espace euclidien à trois familles de surfaces ortho- 
gonales et soit A? dé? + B? du? + C? dv? la partie principale du carré 
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de la distance des points ¢, u,» et ¢+ dt, u+ du, v + dv. Prenons 
pour axes des &, n, ¢ les tangentes aux courbes d’intersection des sur- 
faces au point é, u, v; il vient, d’après les formules du n° 10, 








b= Ar+ i ( vet BB ey Cu vi+ 2A, ve + OAs) +... 
n= B+ 2 (— AM ety Bus Der aBywy + aByor) +... 
patv+ 2 (— Ate gt rar cn Cu + alive) +. + 


ou, en prenant £, n, € pour variables indépendantes, 


inf ws ren tree | 
vi x (-5 Aen Be ne ETES Sa 
La surface v = o a donc pour équation 

(1) = (Bee nur 


On voit que les surfaces coordonnées se coupent suivant leurs lignes 
de courbure (‘), et la connaissance des termes du second degré per- 
met d'écrire immédiatement ceux du troisième, d’après le n° 8, 


ge 5 9 A, En 0 À, Ent a B, on? 0 B; 
(6 (& mat 3p Du cet 3 Di BE * B de Be) 
On a les relations différentielles du second ordre entre les fonctions A, 
B, C en appliquant les formules (2) et (3) du n° 8. Les formules (2) 
donnent 
x (— Ay , + th) — a Ay _ 

CA CB du AC 


” _ | rae L roar, 
(2) Aus p BA + CA; 


(') Théorème de Dupin. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3 Serie. Tome XIV. Aout 1897. 39 
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et deux autres équations analogues. qu'on obtient en permutant. dan 
celle-er. A ot B, ¢ et u. puis Act €C. rete, 


, F m: ln... 27 if . r . 
{ 2) B,, = q eB. :0.B.. Loe BETT. 6... 


La formule (3) donne un second groupe de trois équations, qu on 


obtient en permatant dans la suivante : C en A, s ent, pois € en Bet 
cenu, 


AUB; aR, 
(3) - 





13. Sopposons les trois familles de sarfaces d’un systeme ortho 
gonal ısothermiques, et qu'on ait pris pour £, u, s les paramètres ts0- 


thermiques de ces surfaces ( Laur, Leçons sur les coordonnées curvilignes. 
Chap. Il). On a alors les trois équations 


dr — Ir 32 — 9, d'u — 0, de — 5, 
lesquelles sabsistent poar les <, », », exprimées en fonction de ©. 7. 2: 
donc 

_ tt; B, By 1, BOY _ 
MEL cl) 
Ainsi 
BC _. AC. BA. 
at Br Hee 


Q ne dépendant pas de #, Q,.de u, Q, dec: 


A? = Q7 Q}, B* = Q? Q?, C? = Q? Qi. 
Posons 


Q= ee, Q,=et, Q,— et. 


Le groupe des trois équations (2) du numéro precedent deviennent 
( Fee Tee = Tan To + Tie Far 
(ay 


AT = Vat Viet ToT se 
| IT ZI Tr + Tit Tan 
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L'une d'elles est la conséquence des deux autres. On en tire 





‚ f  _. Ir | 
Tin gg 


Égalant la dérivée par rapport à ¢ du second membre de la première 
égalité à la dérivée par rapport à u du second membre de la deuxième, 
on a la première des trois équations : 


(1') uv _ Fite __ Qatu _ I 


Judo Utd Tate Tau k 


k étant une constante arbitraire. 


14. Pour > nul, si aucune des quantités g’ n’est nulle, les cour- 


bures a, b d’une surface du systeme, et les valeurs de A, B pour cette 
surface satisferaient aux équations 


OA lB d'la  d*lb _, 
utdu  dtdu  dtdu  dtdu 


le rapport 5, en outre, étant constant. Les trois &quations (2) et (3) 
du n° 8 sont impossibles dans ces conditions. 

Faisant l'hypothèse g,, = 0, les équations (1) donnent g,,=0, 
Je = J,» et laissent g complètement indéterminé. Ecrivant que les 
valeurs qu'on en déduit pour A, B, C satisfont aux trois équations du 
groupe (3) du n° 12, on obtient les deux systemes de solutions : 


(2) Ach B=%, cH8, 
Q étant une solution de l’équation 


___ ® 0° à. 
0=— gaa (2 — 510; 
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Q étant une solution de l'équation 


0? 0? 
30 + Jus {2 — 0. 


Le système (2) est formé de sphères concentriques et de cônes 
ayant leur sommet au centre commun des sphères, et les coupant sui- 
vant des courbes rectangulaires isothermiques. 

Le système (2’) est formé de plans parallèles et de cylindres ortho- 
gonaux les coupant, suivant des courbes orthogonales isothermiques. 


15. z etant different de zero, posons 


| q=kly, qi=kly, Gr klys; 
ce qui donne 
Q = 7%", Q,=yi, Q:= xi; 
les équations (1’) deviennent 


Oy _ Ox, _ Ya A 
Oudv dd dtdu  ? 











et la première des équations (1) 
Wau Lie = Xi Lan Le + XıXıo Xue 


Dérivant cette dernière par rapport à ¢, et tenant compte des précé- 
dentes, il vient 

XieXau Xe + Lat Kio Xu = 0e 
On a donc 


X = Afi+ AÀ'fa X\=Bf+ B'/;, Xa= Cf + C'fi 


f étant une fonction det, f, de u, f, de v, et les constantes étant liées 
par l’équation 
BC’ A’ + CB'A = o. 


Mais en remplaçant £, u, » par mi, nu, py, m,n, p étant trois constantes, 
on peut les choisir de façon que B’ = — A’, C——B; et alors la rela- 
tion qui précède devient C’= — A. Donc, en definitive, dans le cas 
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qui nous occupe, on peut prendre 
X=fi— fr X1—= fi —f, X1=f — fi. 


Les fonctions A, B, C doivent satisfaire aux trois équations du 
groupe (3) du n° 13. En remplaçant A, B, C par leurs valeurs en fonc- 
tion des quantités /, on obtient trois équations du premier degré par 
rapport aux dérivées secondes des fonctions SJ, fs fs qui ne sont 
compatibles que si la quantité 


REN FAO 


est nulle: d’où # — -- | 


En effet, l’une des équations du groupe est 


eo (if x* f' Xe ops 
sa (4 4 ‘+5 (4 -)- AEH Ari 9 


ou en divisant par y}"', après avoir effectué les dérivations, 














k k k+1 
Kı ( I =) 12 x 7( I ~) 2 XKı Js _ Sr 
- —- + —- - | - — — —k 
ea Le Tae XXE a x f piety ke 
_ X fi- f". 
xt x Er 


Permutant les indices 2 et o, il vient 


I =) x% (: =) y kt 
—-+ — 2_ #2 1 2 _k— _ fin 
xx: | X 2/7" xx" \X 2 fi | yp 


k 
= Es + ath 
X1X 








en remarquant que %, %,, x: doivent respectivement être changés en 
— {as —X1 — X; pour simplifier, on n’a pas écrit l'indice o. De 
même en permutant les indices r et 2 


Xk ( I +) x (1 k xi 
—_—_ + — en 12 —k i 13 
x xi X xX 2 x* Xs X Xa J f+! “a ivi 


xt oe fr. 
Ext fit x er 
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Ajoutant ces trois équations membre à membre, les dérivées secondes 
” . . ee eae | 
I’. Sr. fy disparaissent et on a la condition (1). La condition & = 5° 


que nous venons de trouver, équivaut à la relation, établie par Bonnet, 
entre les courbures principales des surfaces (‘ ). 


16. Pour avoir les fonctions /, il reste à intégrer deux équations 
du second ordre. Mais cette intégration n’est pas indispensable pour 
voir que le système est formé de surfaces homofocales du second 
degré. En effet, on a 

V=(f —f) (Ji N. 
B'=(fi— fi) (f — fi), 
C= (fr — NN fr). 


Substituant ces valeurs dans les formules (1) et (1°) du n° 12, il 
vient, pour l'équation de la surface v = o, 


— * > > » 
= 327 33 > set... 


= (5 Fon) 


na (Bt 7 | 
BU) Naf Sch la | 
*, s’annulant pour les mêmes valeurs de £, n que L,, les lignes asym- 
ptotiques ont un contact du second ordre au moins avec leur tangente 
et du troisième ordre au moins avec leur plan osculateur. Ce fait se 
reproduisant tout le long d’une ligne asymptotique, celle-ci est une 
ligne droite. Les surfaces admettant deux systemes de génératrices 
rectilignes sont des quadriques et on a le théorème de Lame. 


Lé 
= 


t1) Journal de l’École Polytechnique, XXX* Cahier (1845). 


SUR QUELQUES POINTS 


DE LA 


THEORIE DES FONCTIONS, 


Par M. L. DESAINT. 





PREFACE. 


Dans la premiere Partie de ce travail, j’etudie la distribution des 
zeros d’une fonction. C’est une facon d’aborder le probleme général 
de la resolution des &quations. Je ne me suis pas propose de determi- 
ner point par point leurs racines; ce probleme est beaucoup trop dif- 
ficile à résoudre; mais je limite les régions du plan de la variable com- 
plexe où une fonction peut s’annuler. Le cas d’un polynome à racines 
réelles est un des rares exemples où l’on soit parvenu à trouver par 
point les zéros d’une fonction; si certaines racines d’un tel polynome 
sont commensurables, celles-ci s’obtiennent immédiatement; quant 
aux racines incommensurables, pour les avoir on procède ainsi: la 
valeur de la racine cherchée est enserrée entre deux nombres com- 
mensurables, l'un a plus grand, l’autre 5 plus petit qu'elle; conside- 
rons le segment ab de l'axe des quantités réelles et à chaque zéro 
faisons correspondre un segment analogue; l'ensemble E de ces seg- 
ments représente la précision avec laquelle on a résolu l'équation; à 
notre point de vue E limite la région du plan où sont les racines du 
polynome. Dans l'exemple cité, la région linéaire E s’approche autant 
qu’on le veut d’une région ponctuelle; analytiquement ce résultat est 
parfait; mais, dès que la fonction dont on étudie les zéros se complique 
légèrement, non seulement on ne peut approcher d’une région ponc- 
tuelle, mais encore il est impossible de déterminer une région linéaire 
à l’extérieur de laquelle la fonction ne s’annule pas. En un mot, F (3) 
étant une fonction uniforme quelconque, on ne peut fixer une région 
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du plan, qui ne soit pas tout le plan, et qui contienne tous les zéros 
possibles de F(z). 

Je viens de signaler l'insuffisance des résultats auxquels on est 
arrivé jusqu ici dans le probleme qui m’occupe; il faut en chercher la 
raison dans la méthode presque toujours exclusivement analytique 
qu’on employait, quand, d’après la nature même du problème de la 
distribution, l'élément géométrique devait jouer un si grand rôle; la 
définition de la zone des zéros peut d’ailleurs se faire de bien des fa- 
cons; comme nous le verrons dans le cours de ce travail, on arrive 
a des résultats d'une grande simplicité en rapportant la position des 
zéros à l’ensemble des discontinuités; dans le problème général de 
la distribution des valeurs de la variable qui font prendre à une fonction 
une valeur donnée, nous retrouverons, comme élément géométrique fon- 
damental, cette même région de discontinuités. Ce résultat n’a rien 
de surprenant si l’on considère que les fonctions ne se différencient 
véritablement que par la position et la nature de leurs singularités; 
les points singuliers constituent à un certain point de vue l’essence 
des fonctions, et si l’on veut aller un peu loin dans leur théorie, il faut 
employer une méthode qui rattache avec simplicité le problème visé, 
à la connaissance de l’ensemble des discontinuités. 

Dans le premier Chapitre, j'expose la méthode géométrique dont je 
fais usage ; elle repose sur les considérations suivantes: soit un en- 
semble de segments F partant du point 3: si ces segments sont tous 
situés au-dessus d’une droite D, le segment résultant est essentielle- 
ment différent de zéro et se trouve au-dessus de D. J’applique cette 
remarque aux séries de fractions rationnelles, ce qui me conduit à un 
théorème fondamental, dont je fais l’application aux racines d’un po- 
lynome, aux fonctions algébriques et aux zéros des fonctions uni- 
formes à discontinuités polaires; parmi ces dernières se trouvent les 
dérivées logarithmiques des fonctions entières, ce qui me mène à 
l'étude de la comparaison des zeros des fonctions entières et de leur 
dérivée; les premiers travaux, dus à M. Félix Lucas, ont été suivis des 
recherches de MM. Berloty (') et Cesaro ('); je complète celles-ci par 
quelques propositions. 





_— A SS 


(1) Sur les fonctions holomorphes de genre quelconque (Comptes rendus, t. XCIX). 
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Le second Chapitre vise les fonctions déterminées par des intégrales 
définies portant sur une fraction rationnelle de 3; je présente un théo- 
reme dont je fais l'application aux intégrales elliptiques et hyperel- 
liptiques ainsi qu'aux intégrales hypergéométriques. 

Dans la seconde Partie, le théorème de Cauchy me permet d’utili- 
ser les propositions précédentes, pour donner une solution du pro- 
blème de la distribution des valeurs de la variable qui font prendre 
à une fonction uniforme une valeur donnée. 

Un grand nombre de travaux de l'Analyse ont été consacrés à cette 
question : Une fonction étant donnée par ses valeurs sur un contour, 
trouver sa valeur u en un point 3 quelconque. 

Le probleme qui nous occupe : une fonction est donnée par ses va- 
leurs le long d’un contour; trouver les valeurs de la variable qui lui font 
prendre la valeur u, peut être considéré comme l'inverse du précé- 
dent, et ce titre le rend intéressant. J’appellerai en particulier l’atten- 
tion sur cette proposition: soit F (3) une fonction uniforme pour la- 
quelle l'infini est point ordinaire; tracons un cercle C qui entoure 
toutes les discontinuités de F(s) et d’ailleurs aussi rapproché qu’on 
le veut du contour convexe de surface minima entourant ces points; 
désignons par M le module maximum de F(z) sur le cercle C de 
rayon R; les valeurs de z pour lesquelles F(s) prend la valeur u sont 


à l’intérieur d'un cercle T concentrique à C de rayon Ry2(1 +R ca) 


De la se déduit avec facilité un théoreme général sur la continuité 
des fonctions. 

La seconde Partie se termine par une étude des fonctions entieres 
et des intégrales des équations différentielles, et par l’esquisse très 
sommaire d’une classification polaire des fonctions 4 m valeurs d’ex- 
clusion. 

Un certain nombre des résultats de cette étude ont été insérés dans 
les Comptes rendus de l’ Academie. 

Qu’il me soit permis, ici, de remercier M. Poincaré pour le bienveil- 
lant accucil qu’il a fait à mes recherches et de lui exprimer ma pro- 
fonde reconnaissance. 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Aovt 1897. 4o 
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PREMIERE PARTIE. 


SUR LA DISTRIBUTION DES ZEROS DES FONCTIONS UNIFORMES. 


CHAPITRE I. 


La méthode géométrique dont je me sers pour démontrer les théo- 
remes qui vont suivré est fondée sur la remarque suivante : étant 
donné un ensemble de segments F partant d’un point s, si ces seg- 
ments sont tous situés au-dessus d’une droite D, le segment résultant 
est essentiellement différent de zéro et se trouve au-dessus de D. 
Considérons alors une série de fonctions de z; à chaque valeur de la 
variable faisons correspondre un segment, qui est la représentation 
géométrique de la valeur d’une fonction de cette série, l’origine du 
segment étant la valeur considérée de la variable; on définira ainsi un 
ensemble de droites dont la résultante est la représentation géomé- 
trique de la valeur de la fonction déterminée par la somme des termes 
de la série pour la valeur donnée à 3. La proposition qui suit est ainsi 
immédiate : 


Une fonction f(z) de la variable complexe est definie par la serie 
= Yon(), 


la serie des modules étant convergente. SIR est une region du plan des 3 
où la variation de l'argument de >,(3) est inférieure à + lorsque n varie, 
la fonction f(3) ne peut s'annuler qu'en dehors de cette région. 


Dans ce premier Chapitre, je supposerai que les fonctions ®,(3) sont 
des fractions rationnelles; sous deux conditions très simples, la propo- 
sition qui précède permettra, avec la plus grande facilité, de limiter 
les régions du plan de la variable où une fonction f(z) peut s’annuler. 

D'après la nature des zeros et des pôles des fractions ration- 
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nelles 9,(z), deux cas bien distincts vont se présenter : tout d’abord 
ces zéros et ces pôles sont à distance finie et, le plus souvent, f(3) 
présentera des lignes ou des espaces de discontinuité; nous considé- 
rerons ensuite le cas où les pôles et les zéros des fonctions 9,(3) 
tendent vers la même limite à l'infini lorsque 2 augmente indéfini- 
ment. Nous étudierons d’une façon spéciale le premier cas et voici, à 
ce sujet, le thorème fondamental : 


{. TuéorÈèmE I. — Soit f(z) une fonction définie par la série 


Anu (5 — @)..-(3 —@x) 
J = 2 (2 — 6,)...(3— by)’ 
OÙ Aggy By, Ags ces Ag Dis 03, ..., by sont des quantités variables avec les en- 
uersm,n,...,s; Ay est réel et garde un signe constant quandm,n,... 5, 
prennent toutes les valeurs de la serie, la différence k —k’ étant la méme 
pour toutes les fractions rationnelles; de plus, tous les point a,a,...a, 
b,b,...by sont a distance finie; considérons le cercle C (de rayon R) de 
surface minima entourant tous les pôles et les zeros des termes de la 
serie f(3); les séros de f(z) sont à l'intérieur d’un cercle concentrique 


R 
au cercle C, de rayon ———— ; où k + k est la plus forte somme des 
"Ra TA) 
degrés des dénominateurs et numerateurs respectifs des fractions ration- 
nelles de la série. | 


Voici la démonstration de ce théorème : appelons A et A’ les valeurs 
les plus grandes respectivement de # et de #’; puisque # — # est 
constant pour toutes les fractions rationnelles, À et A’ seront les degrés 
du numérateur et du dénominateur d’une fraction rationnelle de f(z). 
Rendons alors les degrés des numérateurs et dénominateurs des frac- 
tions respectivement égaux à À et A’; pour cela, multiplions les deux 
termes de chaque fraction 9 (3) par les mêmes binomes (3 — y) où les 
quantités y sont prises d’une façon quelconque parmi les zéros a et les 
pôles 6. 

Entourons tous ces points a et b du cercle C; en dehors de ce cercle, 
cherchons la région du plan des s dans laquelle la variation de l’argu- 
ment des fractions rationnelles, lorsque m, rn, ...,s varient, soit infe- 
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rieure az; à cet effet, du point s menons les deux tangentes au cercle C: 
les deux points de contact étant c, et c,, supposons que l'argument de 


15 soit plus grand que l’argument de C23, ces deux arguments étant 
d'ailleurs positifs et inférieurs à 27. Géométriquement, l'on voit que 
la plus grande variation de l’argument d’un des binomes s — a ou 
3 — b,lorsque m,n,...,s varient, est inférieure, en valeur absolue, à 
l'angle a des deux tangentes. Comparons alors les arguments des 
numérateurs et dénominateurs des fractions rationnelles 9 (3) de f(s) 


An (s —c} pr 
u la difference 
s — Ca 


absolue maxima entre l’argument du numérateur de chaque fraction 
¢(s) et l’argument de A,(s — c, )* est certainement inférieure à Aa; 
de même, cette différence pour l’argument du dénominateur de chaque 
fraction 2 (3) et l'argument de (3 — ca)" est certainement plus petite 
que A’a; par suite, la différence maxima absolue entre l’argument de 
Ayu (3 — Ci yA 

(3 — c,)* 
(A+ X’)a. Or, d’après la position des tangentes l’une par rapport à 
l'autre, les arguments des fractions rationnelles de f(z) sont inférieurs 
Any: (5 — 

(3 — a 
dans toute cette démonstration, pour les arguments de z — a et s — 8, 
des quantités comprises entre les arguments choisis pour 5 —c, et 
3 — c,. Si donc, 9,,...,9; sont les arguments des diverses fonctions 
rationnelles © (3), les differences w —9,,...,w — 0, sont toutes posi- 
tives et leur différence maxima est (À + A’)a; il suffira ainsi de 
prendre z dans une région pour laquelle (A + A’) soit inférieure à = 
pour que 9,,..., 9; different entre eux de moins de =; or, la courbe 
sur laquelle on a (À + \')a = 7x est un cercle T concentrique à C, de 


aux termes correspondants de la fraction 


chaque fraction rationnelle 9 (3) et l’argument w de est 


à l'argument de > en prenant, comme nous le supposons 


rayon ; comme À + X est la plus forte valeur de & + &’, ct 


R 
Pa (A + 2d’) 
que, en dehors deT, l’on a (À + A’)a << 7, d’après la proposition qui 
est en tête de ce Chapitre, les zéros de f(z) sont à l’intérieur du 


cercle I’ de rayon a où À + A’ est la plus forte somme des 


Pat +) 
degrés des dénominateurs et numérateurs respectifs des fractions 
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rationnelles de la série f(z), ce qui démontre le théorème. Nous 
allons maintenant présenter plusieurs importantes applications de ce 
théoreme, aux fonctions algébriques et aux surfaces d’intégration des 
intégrales doubles. 


2. Tout d’abord, étant donné un polynome, proposons-nous de 
limiter, dans le plan de la variable, les régions où ce polynome peut 
s’annuler. J’énoncerai à ce sujet la proposition qui suit : 


THÉORÈME Il. — Étant donné le polynome 
f(5)=A03"+ Ays®—'+...4+A,5"-P+...+ An, 
st p est la valeur de k pour laquelle / ren 
0 


quand k varie entre 1 et n, |A,| et |A,| étant les modules de A, et Ay, les 
racines de f(3) sont a l'intérieur d’un cercle concentrique à l'origine et 





prend sa plus grande valeur 





Remarquons, en effet, que, A, ayant une valeur finie, les zéros du 
polynome f(z) satisfont à l'équation 





A? { 
n I nt at — La 
+ + + St Py + — —o, 
430 Ay Ay 
et encore à cette autre équation 
nA, nA na, 
3s) nz" + —- st-14...4 S$ 3"-P +. + =o, 
re) Ay Het FW 
qui peut s’ecrire, d'ailleurs, 
kzn A 
nr 
p()=Ù (a+ “rt an) TZ ©, 
A=1 ° 


Or, d’après le théorème général qui précède, les zéros de 9 (=) sont 
à l’intérieur d’un cercle T concentrique au cercle C de surface minima 
nAg 


0 


z"-* quand A prend toutes 





entourant les zéros des polynomes s” + 
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, , nA _ . 
les valeurs de 1 à &. Or, les zéros de 3” + 7 z"-* sont : 1° l’origine 


"RO 
comme racine d’ordre 2a — 4; 2° & points situés sur un cercle de 





k/\A,In . 
rayon Va “I”, Par suite, nous prendrons pour C un cercle concen- 








|A | 
trique à l’origine, de rayon infiniment peu différent de 4, EE | (mais 
0 
supérieur), si c’est p la valeur de & pour laquelle y/ asl | prend sa 


plus grande valeur. Le cercle T', d'après le théorème fondamental, 





p/\A,|n 

différera infiniment peu du cercle I’ de rayon vl et concentrique 
sin 

à l’origine. Le théorème II est, par suite, immédiat. 

Nous allons tirer, de ce théorème II, une proposition sur les fonc- 
tions algébriques d’une et de plusieurs variables. Supposons, en effet, 
que, dans le théorème précédent, A,, A,,..., A, soient des polynomes 
dépendant d’une certaine variable complexe; lorsque cette variable 


décrit un circuit C, la quantité Ver | atteindra sa valeur maxima 


pour une valeur s, de la variable qui entre dans les coefficients et pour 
une valeur # — p de k; nous sommes donc conduits au théorème sui- 
vant sur les fonctions algébriques : 


THÉORÈME III. — Sout une fonction algébrique u de la variable définie 
par 
u” + 9, (5)u"r!...+9,(z)ur Pf... +9n(3)= 0, 


OÙ Dis Par ses Pps +++ Pa sont des fractions rationnelles de z; quand 3 
décrit dans son plan le circuit C ne rencontrant aucun pôle de ®,, G., .. 


. ki . . | 
PA, le radical y|| 5,]| r atteint sa valeur maxima pour 3 = 3, et k =p, 3, 
étant un point de C. Les circuits décrits par la fonction algébrique u sont 


P nn 
a » » , s . a e e Q pri a 
à l’intérieur du cercle Y concentrique à l'origine et de rayon Vlatz)ir, 


. T 
sin — 
an 


La demonstration employée pour prouver ce théoreme nous conduit 
immédiatement d’ailleurs à la généralisation suivante : 
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THÉORÈME IV. — Sout une fonction algébrique u des variables x, y, ..., 
3, définie par l'équation 


Ut... t+ Op( L,Y, 3) UP +...4+9,(2, 7,5) = 0, 


OÙ Dis Das ses Pps ses Qn sont des fractions rationnelles en x, y, 3, 
lorsque (x, y, 3) décrit dans l'espace à 2 r dimensions (r étant le nombre 
des variables x, y, ..., 3) un continuum C ne rencontrant aucune dis- 


continuité de 9,, 9, ..., On,» le radical N DT, Y,...,5)|7 atteint sa 
plus grande valeur pour x =x,, Y=JYor +++ 3=3, et k=p où 
(Los Yor «++» 50) est un point du continuum C; les circuits décrits par la 
fonction algébrique u dans le plan de ses valeurs sont'a l'intérieur d'un 


D _}——— cm 
‘aque à l'orioi (2 ...,30)|7 
cercle concentrique à l’origine et de rayon VI Gel Zoe Yor +++» Fo) | 2, 


. T 
sin — 
an 


Ici les circuits décrits par uw pourront former une aire, si le conti- 
nuum a plus d’une dimension dans l’espace à 27 dimensions, ce qui 
n’avait pas lieu lorsque les fonctions dépendaient seulement d'une 
variable. Voici la derniere généralisation que je présente du théoreme 
sur les zéros d’un polynome : 


Tutortme V. — La fonction u des variables x, y, ..., 3 est définie par 
l'équation 


UP (2, y, SUPP +. + GX, y, 3) = 0, 


où G,, Ga, ..., G, sont des fonctions uniformes de x, y, ..., 3; quand le 
point x, y, ..., 3 décrit dans l’espace a ar dimensions (r étant le nombre 
de variables x, y, ..., 5) un continuum C ne rencontrant aucune discon- 
tinuité des fonctions G,, G,, ..., Gy, le radical V G,(x, y, ...,3)in 
atteint sa plus grande valeur pour x= 24, Y = Yo, ...,3=35etk =p 
OÙ (Los Yor ++. 50) est un point du continuum C ; les aires ou les circuits 
décrits par la fonction u dans le plan de ses valeurs sont à l’intérieur 


Pp = 


. Te 
sin — 
an 


d'un cercle concentrique a l'origine et de rayon 


Nous allons appliquer le théorème IV, dans le cas où r= 2, à une 
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question d’integrales doubles relative à deux variables complexes. 


Considérons, en effet, l’intégrale double f Goo ott Q(x, y) 


est un polynome suivant l’une des deux variables, l'intégrale 
étant étendue à une surface dans l'espace à quatre dimensions. Com- 
ment pouvons-nous déformer cette surface sans que l'intégrale change 
de valeur lorsque P(x, y) est holomorphe en z et y, Q(x, y} étant un 
polynome en x et une fonction uniforme en y. Pour répondre à cette 
question nous nous appuierons tout d’abord sur cette proposition, éta- 
blie dans toute sa généralité par M. Picard, que l’on peut déformer la 
surface d'intégration sans rencontrer le continuum Q(x, y) = o, de 
facon que la surface déformée corresponde à l'ensemble de deux 
courbes, l’une sur laquelle se déplace y, l’autre étant un circuit sur 
lequel x prend ses valeurs. Soit C la courbe lieu de y et C la courbe 
lieu de x. Nous allons maintenant raisonner sur le continuum (CC’); 
nous fixons la courbe C lieu de y et nous cherchons les déformations 
de C’ qui n’alterent pas la valeur de l'intégrale. Or, d’après le théo- 
reme IV, y variant sur C, le polynome en x, Q(z, y), étant mis sous la 
forme | 


Q(z, y) =z pr) + rt toy) +. + a POLY) +. + par), 


les valeurs de x qui annulent Q(z, y) sont sur des courbes situées à 
l’intérieur du cercle I’ concentrique à l’origine des x, son rayon étant 
P/l9»(Yo)in ; 
V iso, où y, est un point de C qui, avec la valeur p de &, deter- 
sin an 
*/loe(y) |” 
leo(y)I , 


sin — 
an 


mine le maximum du radical 


La courbe C étant laissée fixe, plusieurs cas se présenteront dans la 
transformation du contour C’: 

1° C’est complètement en dehors de I; alors l’integrale double est 
nulle; 

2° C’ empiete sur l’aire du cercle F. Nous supposerons, comme cela 
se passe dans le cas général, que C’ ne soit pas tangente à I’. Les deux 
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courbes C’ et F étant fermées se rencontrent en un nombre pair de 
points à distance finie; soit zu ce nombre. Marchons alors sur [ dans 
un sens déterminé; nous rencontrerons les points d’intersection dans 
l'ordre A,A,,..., Aus Au ..., Aou Aus nous voyons immédiate- 
ment que nous pourrons remplacer C’ par la courbe obtenue en fer- 
mant la portion intérieure de C’ dans T par les w arcs A,A,, ..., 


A,54 5 1: wey An Aou Si en marchant sur F dans le sens direct 
(l’aire du cercle à gauche) les points A se présentent dans l'ordre 
A,A:,..., A, le contour C’ étant aussi décrit dans le sens direct 
(l'aire de Ca gauche), nous remplacerons C’ par la portion intérieure 
de C (décrite dans le sens choisi pour C) fermée par les parcs A, Ag, .…., 
À 5-4 Ags, cs Aou Au parcourus, relativement au cercle I, dans le 
sens direct. 

Si la courbe C’ était complètement intérieure à I, notre théorème 


sur les fonctions algébriques ne permettrait pas de simplifier la surface 
d'intégration. 


3. Apres avoir étudié la distribution des zéros d’un polynome et tiré 
quelques conséquences pour la théorie des fonctions algébriques d'une 
ou plusieurs variables, je reprends la question de la détermination 
des zéros d’une fonction uniforme dans le cas où les points singuliers 
sont à distance finie. Voici à ce sujet une premiere proposition : 


Tueorexe VI. — Soit F(3) une fonction uniforme dont tous les points 
singuliers a, sont à distance finie, cette fonction ne pouvant admettre 
comme points singuliers essentiels que les limites des pôles, de telle sorte 
qu'on peut l'écrire 


n=? HM 


FC y= A+ 2 Liar Ferm] 


où a, est un pôle de degré m, de multiplicite, la serie X| A*| étant sup- 


=|A . 
posée convergente. Su le radical Ml ne il atteint sa plus grande valeur 


pour &=#, C désignant un cercle (de surface minima entourant les 
pôles a, ) de rayon R, les zeros de F(3) sont à l’intérieur du cercle T con- 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — SEPTEMBRE 1897. Ai 
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R À as 
centrique à C et de rayon __V_|Adl m, étant le plus grand degré de 





multiplicité des pôles. 


Reprenons, en effet, la série qui définit F(s) 


. Ap 
F(s) =Aot Doe 


Les zéros de F(z) sont ainsi déterminés par l'équation 
Ay+ nn = 0, 


qui peut encore s’écrire 
oA} 


Zıarı- DA =o, 


où nous avons posé ¢ = Z| A®l. 
_L’équation précédente se transforme définitivement en celle-ci 


— tA J 





(3 — On ye 


Dans la série de fractions rationnelles du premier membre, les con- 
ditions d'application du théorème I sont satisfaites. Les pôles de ces 
fractions rationnelles sont les points a, ; leurs zéros sont déterminés 
par l'équation 

(3 — a, + = ES = O; 
elles sont à l’intérieur d’un cercle concentrique à a, et de rayon 
u/X] A6 

ER 

De là résulte immédiatement, d’après le premier théorème, la dé- 
monstration du théorème que nous avons en vue. 

Si A, était nul, la proposition qui précède ne présenterait aucun 
intérêt; il faut imposer de nouvelles conditions à F(3) pour obtenir, 
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par la méthode employée, des renseignements sur la position de ses 
zeros. Voici la proposition qui répond au cas de A, nul: 


Tutontme VII. — Une fonction uniforme F(s) régulière et s'annulant 
a l'infini, n'a que des discontinuites polaires a, (sauf peut-être aux l- 
mites des pôles), d'un degré m, de multiplicité; elle est représentée par la 
série 


n=x P=IMN, 


F(s)= > Nolan 
no 


la serie &|A*| étant convergente. Si les résidus des pôles sont tous diffe- 
rents de zéro et ont même argument, C étant un cercle (de rayon R) de 
surface minima qui entoure tous les pôles a, et les zéros des parties prin- 
cipales relatives à ces pôles, les zeros de F(s) sont a l'intérieur d'un 





° A + R 4 ’ 
cercle T concentrique a C, de rayon —————-—— , ou m est l'ordre de 
sin 





2(2 m —1) 
multiplicité le plus eleve des pôles. 


Remarquons, à cet effet, que F(z) peut s’écrire 


a= @ 


F(s)= D Pas), 


n=t 


où P, désigne la partie principale du pôle a,, fraction rationnelle qui 
s'écrit 
A,(5—an)}"t+..,.+ AV} (3 — a,) + Al 


P,(s) = (3 — a,)" 


Or, lorsque n varie, les résidus A, sont des quantités imaginaires 
de même argument 6; en faisant sortir e® du signe Z, on a une série 
de fractions qui satisfont aux conditions d'application du théorème 1, 
ce qui acheve la démonstration du théoreme. | 

Lorsque le degré m, de multiplicité des pôles est l’unite, on peut 
donner de la region des zeros une definition interessante et tres 
simple dans ses rapports avec la region des discontinuites de la fonc- 
tion. La proposition qui vise le cas de m = 1 s’énonce ainsi : 


CoROLLAIRE. — SI une serie à termes reels de signe constant ZA,, est 
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convergente, la fonction F(3), définie par l identité 


F(:)= )- at 


a ses seros à l’intérieur de tout contour convexe entourant les points a,. 





En effet, entourons les points a, d’un contour convexe quelconque C; 
d'après un raisonnement complètement analogue à celui que nous 
avons employé dans la démonstration du théorème I, il ne peut y avoir 
de zéros de F(s) à l’extérieur du contour €’, lieu des points d’où C est 
vu sous un angle +; ce contour C’est C lui-même. 

Nous allons appliquer ce corollaire à l'étude de certaines fonctions 
étudiées par MM. Poincaré et Homen. Auparavant, faisons cette re- 
marque : en dehors de l’ensemble G des points a,, la fonction F( =) 
est holomorphe; on peut aller plus loin: les zéros de F(3) étant à 
l'intérieur d'un contour convexe quelconque C entourant G, la fonc- 
tion ne s’annule pour aucune valeur finie de la variable en dehors de C; 
F(3) est donc représentable par ec, où 0(z) est holomorphe en de- 
hors de tout contour convexe entourant les points a,. 

Je considère d’abord les fonctions de M. Poincaré (') : 


mom nz x p= 2 
. - am BnyP 
r= BY Laneetoep 
(3) 2 _ ma+nb+pc 
m0 n=0 p=0 + min + p 
1 am BryP... 2s 
F(s)= Fr 


ma+nb+...+sl 





mae saa mtn-+...¢l 
où a, 3, y, ..., A sont des quantités réelles comprises entre o et 1. 
M. Poincaré a établi que ces séries représentaient des fonctions bien 
déterminées de la variable z, sauf dans les régions respectives définies 
par le triangle (abc) et le polygone convexe (abc.../), qui sont pour 
ces fonctions des espaces lacunaires; or, d'après le corollaire du théo- 
reme VII, les fonctions F(z) ne peuvent s’annuler, en dehors du 
triangle ou du polynome convexe, que pour des valeurs infinies de z. 


(') deta Societatis Scientiarum fennicæ, t. XU. 
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La forme générale de ces fonctions à espace lacunaire est donc e*, 
où 9(s) est holomorphe en dehors de l’espace lacunaire correspon- 
dant; cette propriété rattache entre elles les séries considérées de 
M. Poincaré. 

En second lieu, dans le même ordre d'idées, examinons la distri- 
bution des zéros de la fonction de M. Homen, définie par l'identité 


© mon pt 


F(:)— ui uu 
(2) = D > > m... 
P - 2%! 


n=l mat pl 3— 3, — I e" 
n 


où u,, u,, u, Sont des quantités réelles, positives, inférieures à 1, et 4, 
une quantité réelle positive. 

La fonction F(z), ainsi déterminée, admet le cercle C, de centre 3,, 
de rayon ¢, comme espace lacunaire; d’après le corollaire précédent, 
elle ne peut s’annuler en dehors du cercle lacunaire. La forme de F(3) 
est donc e*), où d(z) est holomorphe en dehors de l’espace lacunaire 
correspondant à F(z); quand u,,u,,u,,t, varient sous les conditions 
rappelées plus haut, les fonctions F(z), ainsi déterminées, sont ratta- 
chées par la forme 0(:), qui leur est commune. 


4. Dans les paragraphes qui précèdent, nous avons limité la position 
possible des zéros de polynomes et de fonctions régulières à l'infini, 
ayant un nombre quelconque de pôles à distance finie; nous nous 
proposons, dans ce paragraphe, d'étudier les zeros de fonctions uni- 
formes n'ayant à distance finie et à l'infini que des discontinuites po- 
laires, l'infini n'étant pas limite de discontinuités. Je donnerai, à ce 
sujet, le théorème suivant : 


TuéoRÈME VIII. — Sow F(z) une fonction uniforme pour laquelle 
Uinfini est pôle d'ordre p sans étre limite de discontinuites, les sin gula- 
rites a distance finie étant toutes polaires (sauf peut-être aux limites des 
pôles où elles peuvent être essentielles), de telle sorte qu'on ait cette identité 


n=2,pom, 


F(3)=A,3P+ B,se-'+...4+ Byse-*4+...+B,+ > 


w=I,u“=t 


Aye 
(3 _— a,)* 
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ou 4, est un pôle d'ordre m,. la serie © 4, etant concergente. SR est 
la p'us grande des quantues 


Be iP MB Bin SE AE 
nv TIL, ZI ae, NT 
155 -—- ein —_— sin 2 
zp 2:1—p. 2:2 —p 


lorsque k rare entre x et p, centrer et m,, nentre 1 et x, les zeros de 
Kis) sont à l’intérieur d'un cercle T concentrique a Uongine et de ravon 


k _._, M etant l'ordre de multiplicité le plus eleve. 


tl. 
aM -p, 


. 


id 
Considérons la série qui définit Féz) 


A? 
Vic) Ayo? — B, cP) —...+ BP tt... + B,- > ————_.- 





Ags’ - ByoP-' +... + Bizet. + Ÿ — 0, 
que nous écrirons 
B, 3 cP-4 


B,3 À _ 
À, +... + + Dita =? 


6=1+2|A#l. 











[1 + ZLAR[Jor+ soe 


AVEC 


L'équation précédente se transforme définitivement en celle-ci : 


pe . 
Weert ed SS Capers AR )=o 
n=! 

Le polynome et les fractions rationnelles du premier membre satis- 
font aux conditions du theoreme I. La difference des degrés des nu- 
mérateurs et dénominateurs respectifs est p, le rapport des termes de 
degré le plus élevé dans les termes correspondants étant un nombre 


réel positif, ou | A*|. Il nous reste donc à étudier les zéros du poly- 


N 
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nome et des fractions rationnelles du premier membre de l’équa- 
tion (1). 
Les zéros du polynome 


\— B,o zP—# B, à 
I(:)=3P-+...+ ter A, 





sont, d'après le théoreme Il, à l’intérieur d’un cercle concentrique a 
l’origine et dont le rayon est la plus grande des quantités 


Va 
sin T 
2 


lorsque 4 prend toutes les valeurs entières entre 1 et p. 
La fraction rationnelle 


At[r+2] AY |] 
JARs? + _A(s — An) 


a pour zéros les racines de l’équation 


+ _ 


sP(3— a BE - = 0, 


qui s’ecrit encore 


— — 1 =| At 
a, BL 1)... (p EN pep Lit [AR] og 


sere -... + (— - 
( 1,2, ...,8 Ay 


Or, les racines de cette équation sont à l'intérieur d’un cercle con- 
centrique à l’origine dont le rayon est la plus grande des quantités 


Le Ve (p—i-ı) 7 TA 
n j 2, -..sl | Ao | . 
T 


sin — sin —————_ 
+5 2(P+H) 


Si donc R est la plus grande des quantités 


l 3 


nu Tr 
sın — nn sin. ——— — 
2p "2p +p) 2(p+p) 


(/ Be + ZA] p AE te .(p—i+n) pte/r +d At] 
| Vo, TV, V Al | 
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les zéros et les pôles des fractions rationnelles du premier membre de 
l'équation (I) sont à l'intérieur d'un cercle concentrique à l'origine 
et de rayon R. L'application du théorème | achève la démonstration. 


5. Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes placés ex- 


clusivement dans le cas où les fonctions étudiées étaient développables 
en séries de fractions rationnelles dont les pôles étaient à distance 
finie, ou tout au moins ne formaient pas de suites s'étendant à l'infini; 
nous allons nous occuper maintenant de la limitation des régions du 
plan où la fonction F(z), définie par la série de fractions rationnelles 


F(s) = D en(s), 


peut s’annuler, les fonctions 9,(s) étant assujetties aux conditions 
suivantes : la différence des degrés entre le numérateur et le dénomi- 
nateur de chaque fraction rationnelle 5 (3) est la même, quel que soit n, 
le rapport des coefficients des termes de degré le plus élevé au déno- 
minateur et au numérateur étant réel et gardant un signe constant 
pour toutes valeurs de 2; nous supposerons, de plus, que les pôles et 
zeros des fractions 9,(s) tendent tous vers le même point à linfini I 
pour des valeurs infinies de n. Ce point à l'infini sera situé, par 
exemple, dans la direction «; si nous joignons l'origine dans le plan 


— 
des s au point à l'infini I, la demi-droite OI aura une direction a; sup- 
posons alors qu'une perpendiculaire P à OT, venant d’un point tres 


— 
éloigné sur la droite OT dans la direction opposée à la droite OI, se 
déplace de telle sorte que son point d'intersection avec OI varie dans 


le sens Ol sur cette droite. Le premier point rencontré par la droite P, 
parmi les zéros et les pôles des fractions 9,(s), sera le point a par 
exemple. Je considère alors la parabole C de sommet a, son axe étant 
une droite de direction « passant par a; la concavité de C est de plus 
tournée vers I; le paramètre de cette parabole sera pris assez grand 
pour que tous les pôles et zéros des fractions rationnelles 9,(3) soient 
à l’intérieur de cette parabole C, ce qui sera toujours possible d’après 
la façon dont nous avons défini a. Le raisonnement employé dans la 
démonstration du théorème I nous montre que nous obtiendrons une 
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courbe séparatrice des régions du plan des z, où F(s) ne s’annule 
jamais ou peut s’annuler, par le lieu du point desquels la parabole P 


[4 ° T a bd 
est vue sous un angle égal a » ou A et A sont respectivement les 
k+k 





degrés du numérateur et du dénominateur de la fraction rationnelle 
(3) à termes du plus haut degré. Le lieu, nous le savons, est une 
branche d’hyperbole dont un des foyers est le foyer de la parabole C; 
la directrice correspondante coincide de plus avec la directrice de la 
parabole. Si nous rapportons l’hyperbole H que nous avons en vue à 
l’axe de C et à sa tangente au sommet, l'équation de cette hyperbole 
peut s écrire 

yi — apx = tang? V («+ ey 


où p est le paramètre de la parabole et V= A Pour l’une des 
branches de H, l’angle des deux tangentes qui comprend C est égal à 


PRE pour l’autre branche, l'angle analogue est égal à 


OT RAR + Ai) 
"keh kek 


Il y a donc deux cas à distinguer : 
1° k +k’ =1. Alors les fractions rationnelles 9,(z) ont la forme À. 


~ 
— 


n 


A 
ou.A(z — 5); sik=o,# =1, les fonctions ¢,(z) ont la forme — 5 





où A, garde un signe constant quand r varie; ce cas particulièrement 
simple sera étudié en détail à la fin de ce Chapitre : les zéros de F(z) 
sont à l’intérieur de la branche d’hyperbole G comprenant en cet inté- 
rieur toutes les discontinuités finies ou infinies de F(z); si les pôles 
des fractions 9,(2) tendent ainsi que les zéros vers une même limite à 
l’infini, les zeros de F(z) sont à l’intérieur de la parabole C qui vient 
d’étre définie; c’est ce dernier cas qui nous occupe en ce moment. 

Si k=1, &’=0, les fonctions rationnelles 9,(2) ont la forme 
A,(3—a,); et la fonction F(z) se réduit à un binome dont l’unique 
racine est encore a l’intérieur de la parabole C dont le sommet est un 
des points a,. 

2° k+ k'=2. L’hyperbole H se réduit à la directrice de la para- 
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boule C comme droite double : cette directrice sépare le plan des = en 
deux régions, dont l'une euntient la parabole C. 


La fonctson Fiz)=2z,(= 1a ses zeros dans la region de la direcitrce 
de la parabole C qui contierd cette parabole. 

3° k-k>2. Alors ie <5 et z—7- >=. Des deux 
branches de I hyperbole, celle pour laquelle l'angle des deux tangentes 
qui comprend C est égal à 





£ = z est la branche située par rapport a la 
directrice de C da côté opposé à cette parabole. 

Kemargue. — Nous avons supposé, dans l'énoncé des propositions 
qui précédent, que la droite P, en variant, ne rencontrait tout d'abord 
que le point a; pour cette position P, de P, il pourrait se trouver sur P 
d’autres points que a, appartenant au groupe des pôles et zeros des 
fractions rationnelles de la série. Appelons, dans ce cas, A et B les 
deux points entre lesquels sont les points a sur P,. Nous pourrons 
prendre, pour la parabole qui entre dans nos propositions, une para- 
bole passant par A et B, dont l'axe est parallèle a Ol, sa concavité étant 
tournée vers I. On disposera du sommet et du paramètre pour enfermer 
4 l'intérieur de la parabole tous les points a, et 6,, poles et zéros des 
fractions rationnelles de la série F(z). 

Pour simplifier les énoncés des propositions qui vont suivre, j'appel- 
leraı parabole des points a et b, la parabole C définie comme il vient 
d’être dit dans ce paragraphe. Je résumerai la discussion qui précède, 
dans le cas de k + & > 2, en ce théorème : 


Tutonine IX. — La fonction f(z) est définie par la serie de fracuons 
rationnelles 


_ Aggy (s— ay)... (2 — ag) 
J@)= > GB). (be) ’ 


MA... 
OÙ Ages dur. di, ..., 6, sont des quantités variables avec m,n,...,s: 
Aa est réelet garde un signe constant quand m,n, ...,s prennent toutes 


leurs valeurs, la différence k — K étant la méme pour toutes les fractions 
rationnelles qui forment les termes de cette série; de plus, il existe au 
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moins une fraction rationnelle pour laquelle k +- k' > 2; lorsquem, n, ...,s 

augmentent indéfiniment les pôles et les zeros des fractions tendent vers 

le point 1 a Vinfini. Le lieu des points d’où l’on voit la parabole C des 
Te 


pap (k+K étant 


la plus forte somme des degres des numerateurs et dénominateurs respectifs 
des fractions), est une branche d’hyperbole H; les zéros de F(z) sont 


situés, par rapport à cette branche d’hyperbole, dans la région de la para- 
bole C. 


points a et à sous un angle comprenant C, d'ouverture 





Nous allons suivre, dans la recherche des zéros des fonctions uni- 
formes polaires quelconques, une voie parallèle à celle qui nous a 
guidés lorsque nous avions à déterminer les zéros de fonctions uni- 
formes à discontinuités polaires ne s'étendant pas à l'infini. La propo- 
sition qui correspond au théorème VI s’enonce ainsi : 


THÉORÈME X. — Etant donnée une fonction uniforme F (3) n’admettant 
comme points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, une seule de 
ces limites | étant infinie, sans que le point à Vinfini soit pôle, on l'écrit 
sous la forme suivante 


nza, =Mu 


At 
F(s)=A y+ > Ga) 
nl, un=1 


où a, est un pôle de degré m, de multiplicité, la serie Z |A] étant supposee 
convergente. De chaque pöle a, comme centre decrivons un cercle C, de 


m/Z|AU  . b rn 
rayon [Aol ? soit P une parabole comprenant à son intérieur tous ces 
0 


cercles C,, son axe étant parallele à la direction du point limite 1 de la 





0. . . . rs ıp . ug 
suite infinie des pôles. Le lieu des points d'où l'on voit P sous un angle =, 


(M étant l'ordre de multiplicité le plus élevé des pôles) est une branche 
d’ hyperbole H; les zeros de F(3) sont situés, par rapport à cette branche 
d’ hyperbole, dans la région de la parabole P. 


Considérons, en effet, la série qui définit F(z) 
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Les zéros de F(z) sont déterminés par l’équation 


qui s’écrit 
2|Az| 
[Al 





AU] | (= — am 


= O. 
(5 —a,,)* 


La série de fractions rationnelles, qui figure au premier membre, 
satisfait aux conditions du théorème IX. Les pôles sont ici les points a,; 


, NN . »s u ZA 
les zéros sont à l'intérieur des cercles C, de centre a,, de rayon \/ nee . 
0 


La parabole C est une parabole comprenant à son intérieur ces 
cercles C, ; si nous la désignons, dans ce cas, par P, d’après le théo- 
reme IX, les zéros de F(s) sont situés, par rapport à la branche 
d’hyperbole H, dans la région de la parabole P. | 

La proposition précédente peut prendre une nouvelle forme au moyen 
des considérations qui suivent; mettons la quantité A, sous la forme 
Re”, R étant son module et 8 son argument. Développons ensuite Ren 
série de termes positifs et réels suivant les entiers de la série F(z). 
Pour abréger, nous écrirons deux entiers n et » dans les termes de R, 
de telle sorte qu’on ait 


A=@o, L=m, 


A, ei? > s(n, p). 


a=i,u-—ti 
Nous-remplacerons alors les cercles C, du théoreme X par des 


cercles D, de centre a, de rayon v4 ; on 5 
par une parabole P’ entourant les cercles D,; les zéros de F(z) sont 
alors situés par rapport à la branche d’hyperbole correspondante dans 
la région de la parabole P’. 

Lorsque A, est nul, les conclusions du théoreme X doivent étre 
transformées; voici le théoreme qui correspond a cette valeur particu- 


liere de A, : 





» la parabole P sera remplacée 


THÉORÈME XI. — Soit F(3) une fonction uniforme qu n'admet comme 
points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, une seule de ces 
limites | étant infinie; de plus, F(z) sannule à l'infini, sauf en 1, de 
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telle sorte que l’on peut écrire 


a= o,L—m, 


Af 
F(z)= > (5 — a,” 


n=i, LD =1 


où Z| A"| est convergente, a, étant un pôle d'ordre m, de multiplicité. Dési- 
gnons par C la parabole des pôles et zéros des parties principales de F(s) 
relatives aux pôles. Si les résidus des pôles sont tous différents de zero et 
ont même argument, les séros de F(z) sont a l'extérieur de la branche 
? ° . T 
d’hyperbole, lieu des points desquels C est vue sous un angle MT 





» OÙ 
I 
M est l’ordre de multiplicité le plus élevé des pôles. 


Remarquons à ce sujet que F(z) donne lieu à la représentation 
suivante : 


F(s)= > Pals), 


n=i 


où P,(3) désigne la partie principale relative au pôle a, ; cette fraction 
rationnelle est définie, comme l’on sait, par l’identité 


P,(s)= An (5 — Ten —4n) +A,” 

Lorsque 7 varie, les résidus A,’ sont, par hypothèse, des quantités 
imaginaires différentes de zéro et ayant même argument 0; en faisant 
sortir e du signe Z, on a une série de fractions rationnelles qui 
satisfont aux conditions d'application du théorème IX, d’où l’on 
déduit immédiatement le théorème XI. 


Remarque. — Le théorème précédent aurait encore lieu si les résidus 
étant tous nuls, la valeur minima de p. était la même pour toutes les 
parties principales, les quantités A correspondant à cette valeur com- 
mune de pv. étant des quantités imaginaires de même argument. 

Lorsque le degré m, de multiplicité des pôles est l'unité, la région 
des zéros de F(z) se définit très simplement par la région des discon- 
tinuités de la fonction considérée. 
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La proposition qui vise le cas qui nous occupe se présente ainsi : 


COROLLAIRE. — Si une série, a termes réels et de signe constant XA,, 
est convergente, la fonction F(z), donnée par l'identité 


nz 


= Ÿ 


ni 


a ses zeros à l'intérieur de tout contour convexe entourant les points a,. 


Le contour convexe est ici infini; si les limites des pôles sont toutes 
finies sauf une I, le contour convexe, entourant les points a, dont on 
pourra se servir, sera par exemple la parabole C définie au commence- 
ment de ce paragraphe. 

Je ferai l’application de ce corollaire à l’étude de la fonction cotz: 
cette fonction est définie pour toutes les valeurs de la variable par la 


série 
I I 
+ > ( + =) 
— AT NT 


n=+i, +2, vs 


cots = 





hi 


Les discontinuités de cots sont les pôles nr, où n prend les va- 
leurs o, +1, ..., Ho. Nous prendrons comme contour convexe 
deux droites parallèles infiniment rapprochées de l’axe des quantités 
réelles et comprenant cet axe entre elles. Nous déduisons donc immé- 
diatement, comme corollaire du théorème XI, cette proposition : 


La fonction cotz ne sannule (sauf pour l'infini) que pour des va- 
leurs réelles de la variable. 


On voit encore que cotz est représentable par e**), où 8(s) est holo- 
morphe en dehors de l’axe des quantités réelles. 

Parmi les fonctions F(z) du corollaire précédent, se trouvent encore 
les dérivées logarithmiques des fonctions entières à multiplicateur ex- 
ponentiel constant, de genre pair, à racines réelles. Nous savons, en 
effet, qu’en désignant par f(z) une fonction entière de genre w, on a 


cette identité 
I 


{1% 
net Lara 
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Lorsque les racines a, sont réelles, le genre w étant pair, les quan- 
tités a? sont réelles et positives; le corollaire nous apprend que F(z) 
ou encore /; ont leurs racines réelles; cette propriété des fonctions 
entières a été donnée par M. Cesàro. 


Remarque. — Lorsque dans le corollaire du théorème XI, les points 
a, sont en ligne droite, leurs arguments étant 6, si A, est une quan- 
tité d’argument — 6, les zéros de la fonction définie par 





F(:)= A+ Ÿ —? a, 
sont sur la droite des points a,, D. Ecrivons à cet effet F(z) sous la 
forme X — 7Y; on voit alors que (XY) est la résultante R de segments 
de répulsion venant des points a,, en raison inverse de la distance et 
d’une force | A, | parallele à la droite des points a,, toutes ces actions 
s’exercant sur le point mobile z. Si par 3 nous menons une parallèle 
a D, les composantes de R sont toutes situées au-dessus de cette pa- 
rallele P ou sur elle; de plus elles ne pourront étre toutes situées sur 
P, qu’en supposant z sur la droite D; R ne peut donc s’annuler que 
pour des valeurs de 3 situées sur la droite des points a,, ce qui achève 
la démonstration. 

Cette remarque conduit tout de suite 4 la proposition de M. Cesaro 
sur les fonctions entières de genre impair : lorsque les racines de 
telles fonctions sont toutes réelles, les zéros de leur dérivée sont tous 
aussi réels. Nous voyons en effet que, F(z) étant de genre impair w, 
on a l’identite 


== Yan — zu-i 


ap (2 T— an) 





1 1 
Zee tal 
Les racines a, sont réelles par hypothèse, et a" est, par suite, 


une quantité reelle positive; de plus — — est reelle. L’application des 


considérations qui precedent conduit” ainsi au théorème de M. Cesàro 
sur les fonctions entières de genre impair. 

Quand tous les pôles a, sont réels, le corollaire du théorème XI 
donne lieu à cette seconde remarque : si A, est une quantité réelle né- 
gative et si B, et « sont des quantités réelles de signe quelconque, les 
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zéros de la fonction déterminée par l’identité 
An 


u — An 


(A, > 0) 





F(z) = A,(s— a) +Bo+ > 


sont tous réels si les quantités a, sont toutes réelles. Mettons F(z) 
sous la forme X — zY; on reconnait ainsi que (XY) est la résultante de 
deux systemes de forces: 1° une répulsion proportionnelle 4 la dis- 


tance, venant du point (2 —a+ 22) de l’axe des quantités réelles, 
0 


la masse du point étant (— A,); 2° par des répulsions en raison in- 
verse de la distance venant des points a, de l’axe des quantités 
réelles. 

Le point matériel s = 2+ ıy est soumis à des forces qui toutes 
sont situées au-dessus de la parallèle à l’axe X des quantités réelles, 
menée par le point s ou sur cette parallèle, à moins que 3 ne soit sur 
l’axe X. Ainsi X—zY ou encore F(z) ne peut s’annuler que pour des 
valeurs de z réelles. La même propriété subsisterait si F(s) était don- 


née sous la forme 
A 
A(z—a) + À (- = + cn): 
LT nd An 
c„ etant reel. 


Nous allons maintenant appliquer les remarques qui precedent a 
l'étude des zéros des dérivées des fonctions entières à racines réelles. 





6. Tout d’abord nous étudierons les fonctions entières de genre o 
et 1, dont le multiplicateur exponentiel est de la forme e*”’***+7; les 
dérivées de ces fonctions donnent lieu au théorème suivant : 


Les fonctions entières de genre o et 1, dont le multiplicateur exponen- 
tiel est de la forme Ae*"'+P=+Y, où A est une constante, a et B étant reels 
et a negalıf ou nul, jouissent de cette propriété que, si leurs zeros sont 
réels, les zeros de leur dérivée sont tous aussi réels. 

Les fonctions dont nous parlons sont représentables respectivement 
par , 

z) — az+fz+Y _ # 

Jı(z2)=Ae | | (: =) (genre 0), 


fats) = Ae%2?*+Be+7 II (1 — à) em (genre 1). 
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Les dérivées logarithmiques correspondantes sont 
fi:_ 4 4(.4 P 1 
ler + Lima,’ 
fa _ |. 
A= (+32) (+2) ' 


Sous cette forme on reconnait, d’après ce qui a été dit, que ces dé- 
rivées logarithmiques ont leurs racines réelles, ce qui entraine la 
même propriété pour les dérivées des fonctions entières f,(z) et 
Jı(2). 

J’appliquerai cette proposition à l’inverse arithmétique de la fonc- 
tion eulérienne, en remarquant que I'(s) désignant cette fonction, on 


a l'identité 
| 3\ -: 
rey =“ | (+2) |, 


où C est la constante d’Euler et n —1, 2, 3,.... Sous cette forme 








I a ° ea a 
Tis +7; @pparait comme fonction entière de genre 1 où le facteur ex- 


ponentiel est de la forme Ae**’+*?+7 avec « = 0, B = C. Ainsi : 


La fonction inverse arithmetique de la fonction eulérienne de seconde 
espèce admet une dérivée dont les séros sont tous aussi réels. 


D’après les expressions de la dérivée logarithmique de la fonction 
eulérienne de seconde espèce 





dlogl(2) _. D 
ee Slim, =. (len — :- 5)» 
dlogT(s) I 

a Fr =—C+ Sarnen +n) 


Les équations 


n= 


_ (3-1) _ 
) =o, atta” 





. I 
lim, — (Iogn Tu Tem 


| 
+1- 
= 
ù 


rn 


C étant la constante d’Euler, ont toutes leurs racines réelles. 
Voici une seconde proposition sur les fonctions entières : 


Les fonctions entières de genre 1, dont le multiplicateur exponentiel 
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est de la forme Ae***?, où à est une quantité réelle positive ou nulle, et 
les fonctions de genre 2 de multiplicateur Ae**+$, jouissent de cette pro- 
priete que si leurs séros sont réels, les séros de leur dérivée sont tous aussi 
reels. 


Lés fonctions qui nous occupent sont représentables ainsi 


Jı(3) = re] ]|(: — =) de (genre 2), 
f1(s5)= AE Th|(:-2)+| (genre 1). 


Les dérivées logarithmiques correspondantes sont 


fia = Demat | u EEE 


roma [= as +a} 
fila I et A ont 


La dernière remarque du paragraphe 5 montre que: AG) fr 














toutes leurs racines réelles; il en est de même, bien entendu, des 
dérivées Sı@) et (2) 

Les fonctions entieres, de genre quelconque, donnent lieu aux pro- 
positions qui suivent : 

Les fonctions entières, de genre pair w, dont le multiplicateur exponen- 
tiel du produit infini de facteurs primaires de M. Weierstrass est de la 
forme Ae***”"+B3*"'+7, où A est une constante, a et 8 réels et a négatif, 
jouissent de cette propriété que, si leurs zéros sont réels, les zeros de leur 
dérivée sont aussi réels. 


Il suffit de se rappeler la représentation analytique des fonctions 
que nous considérons; f(s) étant une fonction du type étudié, l’on a 


re —$ Da Talo rar + Bw +1) 5% 


Zac teeta [+ en] ; 


aw(z—.a,) a(w + 2) 





— zw 








le raisonnement à tenir alors est exactement le même que pour le 
théorème qui précède. 
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Lorsque des fonctions entières, de genre impair w, ont toutes leur ra- 
cines a, réelles (simples ou multiples), le multiplicateur exponentiel du 
produit infini de facteurs primaires de M. Weierstrass étant de la forme 


agw+? zur! ‘ I 1 
Aerz"'+Pz=*t4y, où A est une constante, a, B réels et B > sa > za’ 


les racines des derivees de ces fonctions entières sont toutes réelles. 





Les fonctions, de genre impair w, dont on s'occupe, satisfont à 
l'identité 

ts __ I _ | 

$=2| Saat +a(o+a)s+B(w+1)]; 


or peut s’écrire encore 


fear Lan tater 8e +] 
ol Day t [8+ - Yan: +a(a-+a)}, 


à 


Sous les conditions énoncées dans la proposition, les racines 5 sont 
réelles; il en est de même des zéros de /.. 


Voici une derniere proposition sur les zeros des derivees des fonc- 
tions entières. 


Lorsque des fonctions entières, de genre impair w, ont toutes leurs ra- 
cines a, réelles et positives, le multiplicateur exponentiel du produit infini 
de facteurs primaires de M. Weierstrass étant de la forme Ae*****82°"'+1, 


ou A est une constante, a, B réels et a négatif, les racines de leurs dérivées 
sont toutes réelles. 


Il suffit, pour le voir, de se reporter à l'identité utilisée dans le pre- 


mier théoreme sur les fonctions entieres de genre pair, identité qui 
subsiste pour w impair. 


7. Après avoir ainsi ouvert une parenthèse pour montrer l’applica- 
tion de nos théorèmes à l'étude des dérivées des fonctions entières à 
racines réelles, nous allons revenir à la détermination des zéros des 
fonctions polaires quelconques, en supposant à present que l'infini est 
pôle d'ordre p. Je donnerai, à ce sujet, le théorème qui suit : 
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Tueoreme XII. — Soit F(z) une fonction uniforme qui n'admet 
comme points singuliers essentiels que les limites de ses pôles, limites toutes 
finies, sauf une, 1; de plus F(z) admet le point à l'infini comme pôle 
d'ordre p et donne lieu a la représentation analytique 


F(s) = Bys?+ B,s?-'+...+ Bp 


Ayr Ar | 
+ ny ty SH. lp À, 
où a, est un pôle d'ordre m, de muluplicité, r,, ra, ..., "ax, des quantités 
qui dépendent de n. Si les quantites B, et r,,,(n) ont le même argument 
et, st les racines infinies (avec n) des termes de la série tendent vers I, en 
désignant par C une parabole entourant les zeros de 


Bos? + B,sP-' +... + B, — 0, 
ainsi que les pôles et les zeros des termes de la serie, les zéros de F (3) sont 
à l'extérieur de la branche d’hyperbole, lieu des points d'où l'on voit C 
sous un angle ETS M étant l'ordre de multiplicité le plus élevé des 
pôles. 


La démonstration de cette proposition est immédiaté : le polynome 
B,2?+ B,2?-'+...+B, et les divers termes de la série forment des 
fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d’application du 
théorème IX. 

Le théorème XII va nous conduire avec facilité à quelques propriétés 
de types tres étendus de fonctions entières. Considérons une fonc- 
tion F(s) de genre p, de multiplicateur exponentiel 


Expr +... +h, 


où «, est une quantité réelle positive, le polynome &,3P +...+ a, ayant 
ses racines réelles. La fonction F(z) sera ainsi représentée 


F(z) = et [I |(#— = emt pat | 


De cette identité on tire la suivante 








Fe _ apsP-t+...+a +> — + + + 27 
F, —P p* eee Ss 1 - an ss. ap . 


er 
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°. > , ee , . 1 . 
Les quantités désignées par B, et r,,, sont ici pa, et api de plus, 
d’après l'identité 


I 1 zp-! zP 
s=) m — +... = IS 47 
s— A, an an an(s— an) 


les racines de chaque terme de la série S se confondent avec l’origine; 
la condition imposée aux racines infinies des termes de S de tendre 
vers I est ainsi remplie; quant aux valeurs des quantités B, et r,.,, 
nous distinguerons, à ce sujet, plusieurs cas qui nous conduiront aux 
propositions suivantes : 





Une fonction F(z) est entière de genre pair p; ses racines a,,&@:,...,a, 
sont réelles et le multiplicateur exponentiel du produit infini de facteurs 
primaires est de la forme e’r"*"** où x, est une quantité reelle positive, 
le polynome P = 4,2? +...+ 0x, ayant ses racines réelles. En désignant 
par a} la racine qui, avec a,, limite les racines de la dérivée de P(z) et 
les racines a, de F(z), les zeros de la dérivée de F(z) se trouvent dans 


; op 27 p FR p 
l’angle de sommet a,, d ouverture = —_ „> symétrique par rapport a l'axe 





des quantités réelles et couvrant sur cet axe les séros de F(3). 


La parabole C du théorème XII se réduit ici à la portion de l’axe des 
quantités réelles comprises entre aj et a,; le lieu des points d’où l’on 


. , : T T 
voit ce segment sous un angle égal à ——_—- = —— se compose de 
2+p—-ı p+i 


deux droites symétriques par rapport à l’axe X des quantités réelles, 
faisant entre elles un angle —-, cette ouverture V égale à —— étant 
P +1 P +1 


dirigée du côté opposé aux racines a, ; la région V est une zone d’ex- 
clusion pour les zéros de F(z). 
Voici maintenant deux autres propositions que je ne fais qu’énoncer : 


Soit F(z) une fonction entière à racines simples a,, a, ..., a,, de 
genre quelconque p, le multiplicateur exponentiel du produit de facteurs 
primaires étant e*r"**%, où a, est une quantité reelle positive, le poly- 
nome P = 4,2? +...+ x, ayant toutes ses racines réelles. Si les racines 
de F(z) sont réelles et positives, les séros de la dérivée de F(z) se trouvent 
dans l'angle symétrique par rapport à l'axe des quantités réelles de som- 
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met a, (defini comme précédemment), l'ouverture de l'angle étant oa : 





et dirigée vers les zeros de F(z). 
Un théorème analogue a lieu pour les dérivées des fonctions entières (à 
racines réelles négatives) de genre impair. 


Remarque. — Dans le cas où le polynome P, du facteur exponen- 
tiel e°°++%, a ses racines comprises entre les zéros extrêmes de F (>), 
les racines de la dérivée de P sont aussi comprises entre les limites 
des quantités a,,a,,...,a,; le point a; se confondra donc avec la 
limite finie des zéros a,, a,, ..., @,; les racines réelles de F’(s) 
seront ainsi comprises entre les limites des racines de Ja fonction 
F(z), puisque la région angulaire des zéros de la dérivée F'(3) a pour 
sommet a; et contient la portion de l’axe des quantités réelles où se 
trouvent les points a,,a,,...,a,. Cette propriété rapproche les fonc- 
tions entières des polynomes et des fonctions entières de genre o à 
multiplicateur exponentiel constant. 


8. Nous avons supposé dans le théorème XII que, la fonction F(z) 
étant mise sous la forme 





F(:)=G,(:) +> | Ge ( = =) + li l'es +. + Frs |. 


x 


G,(3) était un polynome de degré p, G, ( représentant la 


3 — 
partie principale de F(s) relative au pôle a,. Plus généralement, une 
fonction à discontinuités polaires a, donnera lieu à l'identité 


F(s) = G,(s) +> [6 (=~) + To+l13 +... t ry | ) 


où G,(z) et une fonction entière et v un exposant variable avec n. 
Nous n’examinerons ici que le cas suivant : G,(3) est un polynome 
de degré p, les exposants v se réduisant à un entier constant inférieur 
à p. L'identité qui précède se transformera en celle-ci : 


F(s) = B,s?+ B,s?-!+...+B, 


+ >] 6. (2) +nt net. rs | (v< p)- 
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Les zéros de F(z) sont donnés par l’&quation 





Bos? + Bys?-'+...+Bp+ > | Gn (- — )+n+ns+...+na|=o, V< p. 
© — An 





N I 
ou .(— 
série Zs(n) à termes réels et positifs, dont la somme est inférieure à 
l'unité ; ainsi 


) est la partie principale du pôle a,. Or, déterminons une 


k= > s(n), k<ı. 
L’équation des zéros de F(s) se transforme et devient 





(1—k)sP+ = 


ry re . Tv oy ~ — 
++ Zp, (=) +R pet + Be +stn)ar| =o. 


Sous cette forme, le premier membre apparait comme une somme 
de fractions rationnelles satisfaisant aux conditions d’application du 
théorème IX; en effet, la différence entre les degrés respectifs des 
numérateurs et dénominateurs est p, et le rapport des coefficients 
des termes de degré le plus élevé est pour le polynome (1 — #) et pour 
les termes de la série s(n); or (1 —&) et s(n) sont des quantités 
réelles positives. Par suite, si l’on peut déterminer les quantités s(n) 
de telle sorte que les termes de la série 


S = > ls (>, nr) +R est + Fe] =o 
By 3 — (An 0 0 By 


atent leurs racines finies, ou bien tendent vers I quand n augmente 
indéfiniment (I est toujours le point limite des pôles a,), on pourra 
construire une parabole C entourant les racines de 


B,(1—Kk)5+B,z-1+...+B,—o, 


ainsi que les pôles et zéros des termes de la série S. 
Nous énoncerons, sous cette forme abrégée, le résultat auquel nous 
arrivons : 


Les seros de F(z) sont situés à l’extérieur de la branche d’hyperbole H, 
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Te 
2M +p 





lieu des points d’où la parabole C est vue sous un angle > M étant 


le plus grand ordre de multiplicité des pôles. 


Remarque. — Jusqu'ici nous avons fait cette hypothèse que les 
pôles et zéros des termes de F(3) tendaient à l'infini vers la même 
limite I; admettons maintenant qu'il y ait p directions limites de 
pôles; les suites correspondantes seront ainsi a,, @,, ..., @,(@), 
Dis Dan nenn b,(B), «005 Uy, das ..., (A). Cherchons alors quelle courbe 
remplacera la parabole C, qui intervient dans nos théorèmes. A cet 
effet, par un point O du plan des 3, menons les demi-droites de direc- 
tion a, 8, ..., y dans le sens des limites des pôles; soient « et À les 
demi-droites qui comprennent toutes les autres dans l’ouverture de 
leur angle, quand cet angle est décrit dans le sens de Ox à OX. De 
plus, nous supposerons cet angle supérieur à x, ce qui est le seul 
cas Intéressant, comme nous allons le voir. Ceci posé, une parallèle 
a Oa, venant de l'infini et se déplaçant parallèlement à elle-même, 
coupera pour la première fois l’ensemble des pôles dans la position Ox; 
de même, une parallèle à OA venant de l'infini traversera tout d’abord 
le même ensemble pour une position /A. La courbe qui remplacera P 
sera formée par les deux demi-droites aa, /A limitées à leur point d’in- 


tersection O’. Le lieu des points d'où l’on voit O’« sous un angle TT _ 
2M +p 


(M étant le plus grand ordre de multiplicité), se compose de deux 
droites O’m, O’n également inclinées sur le prolongement de O’« et fai- 


sant avec celui-ci un angle —_—; de même le lieu des points d’où 0’ A 
2M +p 


Te . , Fa 
est vue sous un angle aM pp 5° compose de deux droites O’p, O’g éga- 
lement inclinées sur le prolongement O’ À de OA et faisant avec O’X’ un 


angle égal à eat les deux régions limitées par |’ ouverture (O’m, O'7n) 





9 , ! ’ bd . T 8 
et l'angle (O’p,0’g) n'auront de partie commune que si >, TP >> 


9 étant l’angle inférieur à 27 de Ox avec OA. Ainsi la méthode géo- 
métrique dont nous nous sommes servi ne présentera d'intérêt qu'en 
2T 
2M+p | 
de la région commune aux angles (O’m, O’n) et (O’p, 0’g); en parti- 


: sous cette condition, les zéros seront en dehors 





supposant 0 < 
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. . 27 ’ e ? ° 
culier, si = F(s) admettra la région symétrique de 


l'angle (O’a, O’A) par rapport à O’, comme zone d’exclusion de zéros. 

Nous allons nous occuper, dans le Chapitre suivant, des intégrales 
définies étudiées par M. Hermite; nous arriverons, par cette voie, 
aux théorèmes sur les fonctions uniformes quelconques, relatifs à la 
distribution des valeurs de la variable qui font prendre à ces fonctions 
une valeur donnée u. 


CHAPITRE IT. 


1. Nous étudierons, dans ce Chapitre, les zéros de fonctions F(3) 
données par des intégrales définies multiples 


le Ua We _ 
F()= f f fl AU ty eee Ws 5) dt du... Ge 
t, Vu w r(é,U, ...5 6, 5) 


(toutes les quantités ui, La, ..., 61, sw, sont finies), 


où H(t, u,...,, 5) et G(4,u,...,,3) sont des fonctions holomorphes 
de 4, u, ..., w et des polynomes en z de degrés respectifs a et ß, le 
rapport des termes de degré le plus élevé en 3 de H(¢,...,2) et de 
G(¢,...,2) gardant une valeur réelle de signe constant quand ¢ varie 
entre /, et 2,,...; de plus, nous supposerons que, A(t,u,...,w) et 
B(t, u, ..., w) désignant les coefficients de 3* etz dans H(é, u, ....,w, 5) 
et G(t,u,...,6%,2), l'ensemble des racines en ¢ des équations A =o 
et B =o, n’ait qu’un nombre fini de points communs avec le seg- 
ment 2,2, de l’axe des quantités réelles, lorsque u, v, ..., w prennent 
toutes les valeurs de l'intégration. 

Les fonctions F(s), ainsi définies, donnent lieu à ce premier théo- 
reme : 


TuéorèME I. — La fonction F(z) est donnée par l'intégrale définie 


multiple | 
F(= f f fl Si eee 
t, In Ww, 9 En.) „3 


Ann.de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — SEPTEMBRE 1897. 44 
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où H(t,u,..., 67,5) et G(l,u,...,6%, 5) sont des polynomes en 3 de 
degres respectifs a et B, le rapport des coefficients A(t,u,...,w) el 
B(i,u,...,w) des termes en 3% et = dans ces polynomes ne devenant 
jamais infini ou indéterminée dans les limites d'intégration. Si ce rapport 
est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t entre t, 
el t,,..., dew entre w, et w,, C désignant un cercle de surface minimum 


H(i, u, ..., 2) . 
77777 7 (lorsque t,u,...,w varient 
Gl, u, ...,5 ( sg u 


qu entoure les pôles et zeros de 
det,at,, ...,dew,awW,), les zéros de F (3) sont a l'intérieur d'un cercle 
R \ 
concentrique a C et de rayon — 2 où R est le rayon de C. 
sin ———_,. 
a(a +6) 
La démonstration de ce théoreme est contenue dans celle du théo- 
reme I du Chapitre I; il suffit de prendre comme termes de la série, 
les éléments infiniment petits 


H(t,u, ...‚,w,s)didu... dw 


G(t, u,..., 0, 3) 
Comme corollaire du théorème I, j'énoncerai la proposition qui 
suit : 


THÉORÈME II. — Alt, 4, 9,..., v,w) garde un signe constant quand 
tvariedet,at,,...,wdew, à w,, la fonction 


F(s) __ ts “A(t, Uy «sey w)dt du dv . . dw 


a ses zeros a l'interieur de tout contour convexe entourant la région 


bay Ua, oa ny Wa 
s=Glt 4, uw ...,w À, 
Los Us, oe 09 WwW, 


qui est un espace de discontinuité pour la fonction. 


Ce théoreme, ainsi que le corollaire du théorème XI (Chapitre I), 
me semble intéressant à signaler pour les raisons suivantes : il est 
assez rare de rencontrer des fonctions formées simplement ct dont 
deux ensembles remarquables de points jouissent, l’un par rapport à 
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l’autre, de propriétés géométriques tres simples. Or, c’est ce qui 
arrive ici, où les fonctions considérées possèdent cette propriété que 
l’ensemble de leurs zéros (sauf l’infini) est à l’intérieur de tout con- 
tour convexe entourant l’ensemble de leurs discontinuités. 

Le théorème II conduit immédiatement à ce corollaire : 


COROLLAIRE. — St H(¢) garde un signe constant de t, a t,, t étant 
une variable réelle, la fonction | 


H(t) de 


F(z) = 2-64) 


qui admet la ligne | 


comme ligne de discontinuité, a ses zeros à l’intérieur de tout contour 
convexe entourant celte ligne. 


A l'effet de démontrer le théoreme II et son corollaire, entourons 
les points des ensembles | 


s=Glt u ...,w 


d’un contour convexe qui les entoure tous; un raisonnement, com- 
pletement analogue à celui que nous avons employé dans la démon- 
stration du théorème I du Chapitre I, nous montre que les inté- 
grales F(s) considérées ne peuvent avoir de zéros qu’à l'extérieur du 
contour C’, lieu des points desquels C est vue sous un angle 7; ce con- 
tour C’ est le contour C lui-même. 

Un raisonnement identique va nous conduire aux formules de 
MM. Darboux et Weierstrass sur les intégrales définies. Voici, à cet 
effet, la proposition qui nous y amènera : 


La fonction 


le Wa 
F(a) = f ef H(tu,...,w)[3—G(t,u,...,w)]dtdu... dw, 
! m, 


où H(t, u,..., ) est une quantité reelle de signe constant pour les va- 


348 L. DESAINT. 


leurs de l'intégration, a son zero a l'intérieur de tout contour convexe 
entourant l'ensemble 
los ey (Va 
= (s ll, ...,W ) 
Li wey OV" 


La démonstration de cette proposition est analogue a celle du co- 
rollaire précédent; nous allons déduire de la la formule de M. Weier- 
strass, généralisée : 


St G(t, u, ..., w) est une fonction complexe de n variables réelles 
t,,U, ..., #, H(t, u, ...,w) gardant un signe constant quand t vane de 
t, @t,,..., w de w, à w,, on a l'égalité suivante relative à des inte- 
grales multiples d'ordre a + B+...+ À: 


fe Hg ws 
f f fl G(t,u,...,w) H(t,u,...,w) (dt)*(du)B... (dw)? 


le 
— reid f fl eee H(2, u, .. 2, W) (dt)? (du)P... dw), 


ft, Ww, 


où re’ est l’affixe d’un point situé à l'intérieur de tout contour convexe 
entourant la région engendrée par le point d'affixe 3 = G(l, u. ..., w), 
où t varie del, at,, ..., w de w, à w.. 


La formule de M. Darboux, étendue au cas des intégrales multiples, 
est immédiate en remarquant l'identité 


re® — KG(ly, os... Wy), 
où K est une quantité imaginaire de module inférieur à 1, 
G(t, Ug, wary 0), 


la valeur de G(t,u,...,æ) de module maximum quand ¢ varie de 4, 


à L,,..., de w, à w,; je présenterai ainsi le résultat auquel nous 
arrivons : 


SiG(t, u, .., ) est une fonction de u variables réelles t, u, ...,w; 
side plus la fonction H(t, u, ..., w) et les différentielles dz,, ..., ds, 
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gardent un signe constant, pour les valeurs de l'intégration, on a cette 
égalité 


te la Wr 
f f fl G(t,u,...,%) H(t, u,...,w)(ds)%...(ds„) 
t, ty w; 


la He we 
= KG(b, to, vo) f f eee f H(é,u,...,)(ds,)%...(dz,)*, 
t, un ote, 
out G( to, Uy, ces WQ) est une des valeurs de G(t, u, ..., w) dans l'inte- 
gration et K une quantité de module inférieur à 1. 


2. Nous avons étudié, dans le premier paragraphe, le cas où la 
Ii(¢, au, ..., 0°, 5) 
G(t, u,..., 6, 5) 
tégration, a ses zéros et ses pôles à distance finie lorsque les variables 
réelles ¢, u, ...., » prennent les valeurs de l'intégration. Nous allons 
nous occuper maintenant des intégrales pour lesquelles 


fraction rationnelle en 3, qui entre sous le signe d’in- 


H(i,u,...,w,s5) 
G(t,u,...,w,3) 


a des zeros et des pöles infinis. 
Nous imposons toujours d’ailleurs a la fraction rationnelle 


H(t,u,..., 0,5 
m 
((l,u,...,Ww,3) 


les conditions indiquées au commencement de ce second Chapitre. 


TuÉORÈME II]. — Sow F(s) une fonction donnée par l'intégrale définie 


multiple 
7 Us We H (4, U,0,..., «, 2) dtdu.. aw 


ou H(é, u,..., 2), G(4, u, ..., w, 3) sont des fonctions holomorphes 
des variables réelles t, u, ..., w et des polynomes en 3 de degrés = et B, 
les coefficients de =" et s° étant respectivement A(t, U,...,), BCL, U, ....#). 
A(t, u,....) 
B(t(u, ...,14) 
les valeurs qui n’annulent pas A ou B, et si les circuits décrits par les ra- 


St le rapport est réel et garde un signe constant pour toutes 
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cines 3 des équations H(t, u,...,w,2)=0 et G(t,u,...,4, 2) =0 
admettent une seule et même direction asymptotique pour toutes les va- 
leurs de t, u, ..., w de l'intégration, les séros de F(3) sont a Vexte- 
rieur de la branche d’hyperbole lieu des points desquels la parabole P 
. , H(t,u,e,...,#,5) T 
———— 7 est vue sous un angle ——,- 
des pôles et zéros de nt un angle 7 
Je n’ajouterai qu'un mot d’éclaircissement à ce théorème. Donnons 
à s une valeur qui soit l’affixe d’un point situé en dehors de la cou- 


pure 
las rs NW 


lis ss Vi 


Appelons £;,...,4, les p points communs à l’ensemble des racines 
en { de A—oetde B=o (lorsque u,v,..., prennent les valeurs 
de l'intégration), et au segment ¢,¢, de l’axe des quantités réelles; 
considérons alors les éléments de l'intégrale relatifs à toutes les va- 
leurs deu, v,..., » considérées dans l'intégration et à ces p valeurs 
de ¢; leur somme est 


s=a | fl ln) dude, dwt... 


te wy G(é;,u,v,...,,3) 


G (bps Uy y... 7, 3) 


TP ws 
bing Uy Vy ove MS 
+a f wae H (los Uy Oy = 9 9 3) de. divs 
u “ 


or G(4;,u,,0,...,4,5),..., G(t,,U,,9,...,6,3) sont différents de 
zéro puisque 3 n’est pas sur la coupure; la somme S est donc infini- 
ment petite et l'on peut négliger, par suite, les termes pour lesquels 
A(t,u,...,w) ou B(t,u,...,w) s’annulent. Comme pour tous les 
Alt,u,...,w) 
B(t, u, ..., ©) 
le théorème est immédiat, d’après un raisonnement complètement ana- 
logue à celui que nous avons employé dans le n° 5 du Chapitre I. 


autres éléments le rapport est réel et de signe constant, 


Remarque. — Si les circuits des pôles et des zéros admettent des 
branches infinies s’eloignant dans des directions asymptotiques diffé- 
rentes, on pourra encore limiter les régions où F(z) peut s’annuler; 
soient a,...,A les directions des demi-droites suivant lesquelles 
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eS tendent vers l’infini. Soient 
Oa et OA les directions asymptotiques extrêmes; le seul cas intéres- 
sant pour nous est celui dans lequel l’angle positif de OA avec Oa est 
inférieur a x. Considérons, comme précédemment (Chapitre I, n° 8), 
deux droites respectivement parallèles à Oa et OA, venant de l'infini; 
en se déplaçant elles rencontrent l'ensemble des pôles et zéros en s de 
H(:) 
G() 
O’A. Le lieu des points d’où l’on voit ces deux droites O’a, O’X, sous 


les poles et les zéros de 


respectivement en a et /, leur position correspondante étant O’« 








T or . 
un angle__—,> se compose pour la première droite O’a de deux 


droites O'm, O’n; de même le lieu des points d’où l’on voit O’, sous 


un angle at se compose de deux droites (O’p, 0’) également in- 


clinées sur le prolongement O’X de OA et faisant avec O’A’ un angle 


ae 0 étant l’angle inférieur à x de Ox avec OA, sous la condition 


D < rat les deux régions limitées par ouverture (O’m’, O’n), 
(O’p, O’g) auront une partie commune à l’intérieur de laquelle F(z ) 
ne peut s’annuler. 


3. Nous allons appliquer les propositions et les considérations qui 
precedent a des fonctions non uniformes qui, en dehors de leurs cou- 
pures, sont représentables par des intégrales définies qui rentrent 
dans la classe étudiée dans ce Chapitre. Tout d’abord nous nous occu- 
perons des intégrales de fractions rationnelles. 

Soit (=) une fraction rationnelle dont le zéro et les pôles sont situés 
en ligne droite avec l’origine; proposons-nous de déterminer les zéros 


de l'intégrale | +G)& lorsque la variable s décrit des circuits ne 
0 


rencontrant pas les coupures de cette fonction; à cet effet, nous écri- 
rons »(3) sous la forme qui suit : 
__ A(s — A). (5 — ax) 
?(5 )= (3s — b,)...(5 — 0%) 
OÙ @,, 4, ..., 4, Dis b,,..., by sont situés sur une même droite D pas- 
sant par l’origine O. 
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Nous voyons que l'intégrale 


F(:) =f ds 


aura la représentation uniforme 


z A kl _ %)...(5—% 
© Ros foes | en 


cette identité (1) n’a lieu qu’en dehors de la coupure definie de la fa- 
con suivante: appelons b,, 6, les deux pôles de 9(s) situés sur la 
droite D, ne comprenant entre eux ni l’origine O ni aucun pôle de 
¢(z); la coupure de F(z) sera la droite D, moins le segment de cette 
droite compris entre 6, et b,. Si tous les points b,, b,,...,b; se trou- 
vaient d’un même côté de l’origine sur D, la coupure serait la portion 
de D, partant du point b le plus voisin de O, qui s’étend à l'infini du 
côté des pôles de o(:). Quand la variable décrit des contours ne cou- 
pant pas les coupures ainsi déterminées, la fonction F(:) est uniforme 
et donnée par l'identité (I). Or, nous pouvons appliquer le théo- 
rème Ill à la fonction F(s) représentée par l'intégrale définie de l’iden- 
tité (I); deux cas bien nets se présenteront dans l'application que 
nous ferons du théorème III: 1° les points a,, a, ..., Gy, b,,b,,...,0b, 
ne sont pas tous situés du même côté de l’origine; alors nous désigne- 
rons par A et B les deux points consécutifs de l’ensemble des pôles et 
des zéros de 9(3) qui comprennent l’origine ; 2° les points a et b sont 
situés d’un même côté de l’origine; le point des pôles et zéros de 9(z ) 
le plus rapproché de l’origine sera désigné ici par A. De cette discus- 
sion résulte, d’après le théorème III, la proposition qui suit: 


La fraction rationnelle o(3), dont le numerateur a pour racines a,, 
Ay, ..+, a, et le dénominateur b,, b,, ..., by, a tous ses pôles et ses séros 
situes sur une même droite D passant par le point 5,; soient A et B les 
deux points consécutifs de l'ensemble (a,,a,,..., ax, By, b:,..., dr) qui 
comprennent 3,, et b,, 6, les points correspondants pour l'ensemble 
(b,, b:, ..., by). Lorsque la variable z décrit des contours ne rencontrant 
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| > > ,. . . 
pas les coupures x b,, b,æ (situées sur la droite D) de la fonction 


F(9= fotos, 


cette fonction F(z) ne peut s’annuler qu'en dehors du losange de som- 
Tk 

A +k’ 
Le cas où les points @,, a,,..., ax, Di, b,,...,b; sont situés sur D 

d’un même côté de z, nous conduit à cette seconde proposition : 





mets À et B dont les côtés font un angle avec la droite D. 


Soit une fonction définie par l'intégrale 


F(s)= fl ets)ds 


où &(z) est une fraction rationnelle dont le numerateur a pour racines 
Ai, us...) Ax, le denominaleur b,,b,,..., by, les points ay, Aq,» + a, 
b,,h,,..., by étant situés avec =, sur une droite D, et du même côte de z,. 
Désignons par A et b, les points respectifs des ensembles (a,, a,,..., ay, 
bis Day ..., by) et (b,,b,,...,b;) qu sont les plus rapprochés de 2». 


— 
Lorsque 3 décrit des contours ne rencontrant pas le segment de D, b,x 
tracé du côté des pôles de »(3), la fonction F(3) a ses séros dans l'angle 


de sommet À, symétrique par rapport à D, d ouverture (tournée vers les 
| at (k -+ k’—1) 


points a et b) égale a Rk 


4. Les deux corollaires du théorème III, que nous venons d’énoncer, 
trouveront leurs applications pour des valeurs réelles des pôles et 
zeros de 9(5). Si les quantités a,, a,,..., ax, b,,b,,...,b; ne sont 
pas du même signe, les points A et B, dont nous avons parlé dans le 
premier corollaire, deviennent ici la limite supérieure des racines 
négatives et la limite inférieure des racines positives du numérateur et 
du dénominateur de o(3); les quantités b,, b, sont les limites ana- 
logues pour les racines du dénominateur seulement. Dans le cas où 
Ay, Aus eos Ag, b,, das . . ., by sont des quantités réelles de même signe, 
les points 5, et A du second corollaire sont respectivement les limites 
supérieures desensembles(b,,b,,...,b,;)et(a,,a:,...,a,b,,b,,...,by), 
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si toutes les quantités a,, @,, ..., ax, b,,b,, ..., by sont negatives; b, et A 
seront, au contraire, les limites inférieures des ensembles correspon- 
dants si toutes ces quantiles sont positives. Le point 3, est, bien 
entendu, ici, un point quelconque de l’axe des quantités réelles. 
Après avoir étudié les zéros des intégrales de fractions rationnelles, 
nous appliquerons le théorème IIl à la détermination des intégrales 


"o(s)ds 
F(s)= Mr 


J. VG) 


où ¢(s) et %(3) sont des polynomes. Ces fonctions se rattachent à nos 
intégrales définies multiples, dans la représentation analytique uni- 
forme que nous allons donner des intégrales portant sur des irration- 
nelles de la forme indiquée. 

Ainsi considérons les intégrales 


FG)= f ES (A>1), 
. Ju V¥(4) 


où 5(3) et b(s) sont deux polynomes; Ÿ(3) n’a que des racines 
simples et les racines de o(s) et }(s) sont situées sur une même 
droite D avec z,. Pour simplifier les démonstrations, je supposeräi, 
dans les explications, que s, se confond avec l’origine. Cherchons 
tout d’abord une représentation uniforme de l'intégrale 


rays fo. 
wy VHS) 


A cet effet, je rappellerai un théorème que j’ai donné dans une Note 
des Comptes rendus de l’ Académie des Sciences (11 mars 1895); c'est 
unc généralisation de la proposition de Laguerre sur la période ellip- 
tique K(s); ce théorème est contenu dans l'identité suivante 


Loge Sind [PPT (y) dy a 
(1— 2x) = = f Gay) (Oo<A<1)3 


elle a lieu quand la variable = décrit, pour prendre sa valeur, des cir- 
. . I \ or 
cuits ne coupant pas la droite 3 = zy’ ou x est une quantité constante 
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réelle ou imaginaire, la variable y prenant ses valeurs entre o ct ı. 
Nous pouvons donc écrire 


_! _! 
y 4(¢s) = [B,(ts — d,)...(ts— by )] > 


| 
— | By (—1)'6,6,...b,(1— 2)... 1) à, 
— 0 1Y¥Vaqe22VE b, bu). ; 


or, si nous écrivons le polynome Ÿ(:) sous sa forme 


yv(3) = By s* + B,s*-'+. ..+ B,, 
on a 
By (— 1) bb... By = Bee 


Nous aurons donc les deux identités suivantes 





Bh 
et 
! i 
Lv (ts) — — (sin Im“ 
L T 
Bi 
(1): AN! ry! 1, 1, -; 1 
u nn yy) ve Ve (1—y;) Gy) Ady ys. dv | 
‘ Yıls Ya ls 
('— b (1-42) 
5 ve, 17 ‘ 
E b, bi; 
in dehors des coupures = 5 OÙ les y varient 
1 
entre o et 1 ainsi que 2, on peut écrire ainsi la fonction F(=) 
* p(s) ds tz)sdl u -: 
F()= f ——— ) a (ts) 5 dt = 3 / oltz)b “(t3) de. 
«/0 POS Voces) «’o 
L'identité (1) nous conduit à la suivante: 
s(sindnr)* 
iar 











i 
sy mn} Gp à, 1— Yk", dy. Ved 
(1-2 u it) 
b, by: 
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Or, cette intégrale multiple, d’ordre # + 1, satisfait aux conditions 
d'application du théorème Ill. Pour le voir, écrivons l'intégrale précé- 
dente sous la forme 


S k’ 
F(: „er inAr) 


B, Bi a 


Dr. ree Taye (ve) alts) Pan LC du (19) By reed y Ay pdt 
OR 
Yıl “ yet 


Remarquons, de plus, que 9( 5) peut s’écrire 


9(3) = Aps*+ A, sk! +. .. + Ags 


2 (42) est ainsi un polynome en 2 ct 5 dont le coefficient de s* est A, 4”; 
nous pouvons faire sortir A, du signe d'intégration et 6(3) se presen- 
tera alors sous la forme d’un polynome en 3 de degré # dont le coeffi- 
cient de s* est 2; ce coefficient ne s’annulant pas entre o et 1 et 
gardant un signe constant, ainsi que | 


(Wi Yee Ye)® Up). — pr)? 
et 4, la fonction F(s) définie par l’intégrale 


F(z) — Ags ( sin Ar)” 


BB n% 


S- f' (Hai gute ai AE on. pa IA 70) help dy AY x 
nu nn 
(- Yıl ) ( Yul ;) 


satisfait aux conditions d’application du théorème III de ce Chapitre. 
Comme dans l’étude des intégrales de fractions rationnelles, nous 
distinguerons deux cas dans l'application de ce théorème; nous 
sommes ainsi conduits à ces deux propositions : 


Soient 9(3) et Ÿ(s) deux polynomes; le premier est de degré k; le 
second, de degré k', a pour racines b,, b,,..., by; de plus, les racines 
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de 5(3) et Ÿ(z) sont sur une même droite D passant par 3,; designons 
par A et B les deux points consécutifs de l'ensemble des séros de 9( 3) et 
de )(z), qui comprennent z,, b, et b, étant les points analogues de l’en- 
semble des racines de (3) seulement. Lorsque la variable 3 décrit des 


contours ne rencontrant pas les coupures ob, b a sur la droite D de la 
fonction 

"o(z)ds 
vb) 


F(3) = (.>1), 


la fonction F(s) ainsi définie ne peut s annuler, sauf pour 3 = 3,, qu’en 

4, Te 
dehors du losange de sommets A et B dont les côtés forment un angle Fak 
avec la droite D. 


Quand les racines de 9(3) et }(s) sont toutes situées d’un même 
côté de s, sur D, nous avons cette seconde proposition : 


Les deux polynomes o(3) et }(z) ont leurs racines situées du même 
côté du point 3, sur la droite D. Soient A et b, les points respectifs de 
l’ensemble des racines de 9(s) et Ÿ(z) et de l’ensemble des racines 
de Y(z:) seulement, qui sont le plus rapprochés de 3,. Lorsque 5 décrit 


—> 
des contours ne rencontrant pas le segment de droite b,>x qui, par rapport 
à b;, s'étend à l'infini du côté des racines de (3) et de (3) sur la 
droite D, la fonction 

"o(z)ds 
i —— 
% %o vv (3) 


a ses séros (sauf pour 3 = z,) dans l’angle symétrique par rapport à D, 


k + ki — 
de sommet A, d’ ouverture ane tournée vers les racines des poly- 


nomes 9(s5) et Y(z). 


Voici quelques fonctions particulièrement simples qui rentrent dans 


la classe d’integrales dont nous étudions les zéros : 
Tout d’abord, considérons la fonction arc sins déterminée par l’inté- 
grale 





F(s)= (A>1) 


FO f 
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Ici =; = 0, A=2, Y(5)=(1- 5) (1+ 5) = — (5s —1)(3 +1); le 
polynome (3s) a donc pour racines ı et —1; les sommets A et B 
deviennent ici les points 1 et —1 de l’axe des quantités réelles; 


9 . ’ « T . # ° a 
l'angle IR est egal à =» puisque le polynome ¢(s) se réduit à la 


constante 1 et que (zs) est de degré 2. La fonction arcsins donne 
lieu & la remarque suivante : 
Lorsque la variable z, pour prendre sa valeur, décrit des circuits ne 


——______» —_—_ 7» 
rencontrant pas les segments — ©...— 1 et +1...+% de l’axe des 


quantités réelles, la fonction arcsin 3 ne peut s annuler (sauf pour 3 = 0) 
que pour des valeurs de z dont la partie réelle est plus grande que l'unité 
en valeur absolue. 


L'intégrale elliptique 


fm ds 
PATENT 
donne lieu à une remarque analogue. Ici 
39 — 0; À = 2, o(5)—:1, K = 0, v(s) = (1— 3") (1— Kk? 5?); 


le degré de }(z), A, est égal à 4; les sommets A et B de la premiere 
proposition sur les intégrales de la forme 


Er 
0 VS) 


sont ici les points — ı et +1 de l'axe des quantités réelles, puisque 
k,< 1; b, et b, se confondent d’ailleurs avec A et B; enfin langle 

T T 
ET A 
tique normale : 


De là se déduit cette proposition sur l'intégrale ellip- 


Lorsque la variable 3 décrit des circuits ne rencontrant pas les seg- 


— 


ments — x... —ıel +1... + x de l'axe des quantites reelles, lınte- 
grale elliptique 


f dz 
a= aoa 
, Vas) — hat) 
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ne peut sannuler (sauf pour 3 = 0) qu'à l'extérieur du carré de som- 
mets opposes + 1 el —1. 


Plus généralement, si nous considérons les intégrales hyperellip- - 
tiques de première et de seconde espèce, où le radical carré porte sur 
un polynome }(z) à racines réelles b,, b,, ..., dx, ces intégrales au- 
ront leurs zéros limités ainsi : désignons par 6, la limite supérieure 
des racines négatives et par b, la limite inférieure des racines positives: 
lorsque 3 décrit des circuits qui ne rencontrent pas les coupures 


—> — 

— x, ..., by, bg, ..., + © (sur l’axe des quantités réelles), les inté- 
grales hyperelliptiques, ainsi définies, ne peuvent s’annuler (sauf 
pour s = o) qu'en dehors du losange de sommets 6,6,, dont les côtés 


a FT . ? ’ 
font un angle + avec l'axe des quantités réelles. 


5. Le théorème III se prête aussi, avec la plus grande facilité, ‘a 
l'étude de fonctions qui se présentent comme périodes d’integrales 
abéliennes ou comme intégrales hypergéométriques. 

Auparavant, j'ouvrirai une parenthèse pour rappeler le théorème Il 
de ce Chapitre, en l’étendant au cas où les discontinuités de l'intégrale 
multiple s'étendent à l'infini. 


THÉORÈME IV. — St At, u, ..., w) garde un signe constant quand 
{varie det,at,,..., w de w, à w,, la fonction 


F(s)= fv [Am nw) dda de 
t w, s—U(l,...,Ww) 


a ses seros a l'intérieur de tout contour convexe entourant les points a 
distance finie ou a l'infini 


las ee Ve 
pe —G Lis U, .o.; (Vv 
Lis ..., 4"; 


Tout d'abord, au moyen du théorème IV, nous allons retrouver les 
propriétés bien connues des périodes elliptiques 44 et ack’. A cet 
effet, j’emploierai la représentation uniforme de ces quantités consi- 
dérées comme fonctions du module, représentation donnée par La- 
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guerre et qui résulte de l'identité suivante : 


ka = 2 iff dx dy 
(1— saxty?) Vi— 2) (1— 9”) 3) 


cette identité a lieu à l'extérieur de toute la partie positive de l’axe 
des x, comptée depuis une distance de l’origine égale à l’unité. 

Appliquons à l'intégrale double, que nous venons d’obtenir, le théo- 
reme IV apres avoir mis A(z) sous cette forme 


el fee 
(1— s.rPy?) V(r — 2?) (1 — y?) 


_ 2 aay 
af [te — a )aty :/ı — xt) (1— y? 


Ici, dans la dernière intégrale double que nous venons d'obtenir, 
ona | 
I 


= T, "= Ÿ; A ; TTF SS G ‚,)=7g . 
u—x v=y (u, v) = ry Genen) (u,v) zy? 





Or, lorsque x et y prennent toutes les valeurs réelles entre o et 1, 


VE 


est une quantité réelle de signe constant; de plus, la ligne de discon- 


tinuité de l'intégrale est l’ensemble de points définis par z = —— 

xy” 
où x et y varient entre o et 1; c’est donc la portion de l’axe des quan- 
tités réelles, s’étendant de l’unité à l'infini positif. D'où cette proposi- 


tion connue : 


Les fonctions k(z) et k'(z ) ne peuvent 5° s'annuler, a l'extérieur de leur 


coupure respective +1. HReo.. — x, que pour des valeurs infinies 


du module =. 
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Comme corollaire des propriétés de (3) et de 4’(s), nous retrou- 
vons ce théorème : 


La fraction ae ne peut sannuler, a l'extérieur de ses coupures 
> > 
+1... +0 et0... — x que pour des valeurs infinies du module. 
Voici quelques propriétés des intégrales hypergéométriques, qui se 
rattachent bien simplement au théorème IV. 
Je considère les intégrales 5(z), où les limites sont 1 et +, 


3(3) = f ui(u—1ÿ(u — 3} du, 
+1 
où a>—1, b>—1, ÂD—1, a+b+XA<—1, ce qui entraine 
—1<A< 1. De plus, nous supposerons À négatif, c'est-à-dire com- 
pris entre — ı eto. 
. I a . 

Par le changement de variable u = -; nous ramenerons les limites 

à être 1 ou 0; 5(5) s'écrit ainsi : 
1 
3(5) = f e—(a+b+d+1) (7 — 2) (1 — ts) dt. 
“0 

L'intégrale 3(s) admet une représentation uniforme, que nous 

obtiendrons par l'identité rappelée précédemment : 


sine (YOU y) dy 
(1— sry) 





(1— 3x) — (o<A<1). 


Nous arrivons ainsi à l’expression uniforme de 3(s), 





. 1 tn vp) p—(atb+A4+2) (ı p\b 
(= SO f dy [ paye tte} dt 
T J, F (1— sty) 


expression valable en dehors de la portion 1... + + de l’axe des quan- 
tités réelles. | 


En dernier lieu nous avons cette identité 


sin ne yılı ya yet (1 — 6) de (1 — tye dt 
El 
(=- Cr 
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Comme y*-?(1 — y)*e-@*"+9)(1 — 1)? conserve un signe constant 
pour toutes les valeurs de ¢ et y comprises entre o, 1, les conditions 
d’application du théorème IV se trouvent remplies. 


Les intégrales hypergéométriques 
J()= f ur(u—ı)P(u—s)du, oll —1<A<o, 
i 


ne s annulent jamais en dehors de leur coupure 1... + =. 


Nous allons continuer l'étude de ces intégrales J(z), en reprenant 
l'expression uniforme | 


sindn f' () y rt y) Feo (ato442) (1 — 4) dy dt 
J(z) =— af f N N Te 
Te 0 0 (1 sty) 


Faisons s = X +7zY. En séparant la partie réelle et la partie ima- 
ginaire de J(z), nous arrivons à cette représentation de J(z) 


J(2) = sin AT PO XKıy)y?ig— yet (1 — ¢)o dy dt 
= ner J GX} + Very 


0 | - 
+i ff CE — t}t dy dt | 
» wo (1 —Xey)*+ Ye? y? 


Or, comme A est compris entre — ı eto, — sinAz est positif; de 
plus tous les éléments qui figurent dans la deuxième intégrale du se- 
cond membre de l'égalité sont positifs; ces deux intégrales sont donc 
essentiellement positives. Ainsi : 


Les intégrales hypergéometriques 
af ut(u—1)*(u—s)\du, ol o>A>—1, 
i 


ont leur partie imaginaire de même signe que la partie imaginaire de la 
variable, lorsque la variable décrit des chemins ne traversant pas la cou- 
— 
pure 1... +. 
Une proposition analogue nous sera fournie par la considération de 
l'intégrale figurant dans la partie réelle de J(z); on voit que pour 
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toutes les valeurs de X inférieures à 1, 1 — X2y est positif; l'intégrale 
double correspondante est par suite positive et, comme — sindn > 0, 
la partie réelle de J(z) est aussi positive. : 

Pour toutes les valeurs de la variable de partie reelle inférieure à 1, les 
intégrales hypergéometriques 


H(z)= f us(u—1)*(u—s)da, où —1<À<o, 


ont leur partie reelle positive, si les circuits que décrit la variable ne tra- 


—> 
versent pas la coupure 1... + %. 


Je vais appliquer les théorèmes qui précèdent à l’etude de la série 
hypergéométrique de Gauss à l’intérieur de son cercle de convergence. 
Soit 

aß 


F(a,B8,y,:)=ı+ are 


+ Hate. (a+ P= BIB + (B + P= 2p, 
12...py(y+1)..-(y+p—!) ~ cee 


la serie de Gauss relative aux paramètres «, 6, a, où a> 6, B>0, 


Oo<ma<cl. 
Or, à l’intérieur du cercle de convergence de rayon 1, on a l’identité 


f u-Y(u —1)Y-B-1 (: _ =) du 


— fut aay tidal 824. RENE a |... 
J ly 12...py(y+1)...(y+p—1) 


c’est-à-dire 


i 


mais l'intégrale [ u-(u — ı)T"P-'du est une quantité positive avec 


u-Y(u — ı)Y-P-! (: 2) "au —=F(a,ß,y 2) [arte — ı)Y-P-1du; 


la détermination initiale des radicaux que nous avons choisie; ainsi 
les trois propositions énoncées sur les intégrales hypergéométriques 
sont applicables à F(«, 6, y, z), puisque l'intégrale du premier membre 
de la dernière identité rentre dans la classe d’intégrales étudiées, car 
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o>—-a>- ı, et la variable restant à l’intérieur du cercle de con- 
vergence de rayon 1 de centre l’origine, sa partie reelle est inférieure 
à 1. Ainsi : 


La serie hypergéométrique de Gauss, F(a,ß,y,2), où Y>B,8>0o, 
o a 1, nesannule jamais à l'intérieur de son cercle de convergence; 
sa partie réelle garde un signe constant et sa partie imaginaire a le 
même signe que la partie imaginaire de la variable. 


Je terminerai ce Chapitre par l’application du théorème IV aux pé- 
riodes de certaines intégrales abéliennes. 
Soit F(z) une fonction définie par l'intégrale 


sur la surface de Riemann correspondant à la fonction algébrique z, 
déterminée par l'identité 


u?—(53—4a)...(5—a)(3—7), 


où a,,@,,...,a, sont des quantités réelles ou complexes représentées 
par des points en ligne droite D. Considérons alors les périodes de 
l'intégrale abélienne relatives aux points a,, ..., a, comme fonctions 
de y, et cherchons la distribution des zéros de ces fonctions. Je prends 
une de ces périodes correspondant à deux points consécutifs de l’en- 
semble a,,a,,..., a, sur D 


“ds 
Fin) =f =. 


La fonction F(y) s’ecrit en remplaçant u par sa valeur 


FE fo ____. 
a, V(3—@)...(3— a)Vs —7 
Or le radical ¥(s — a,)...(z — a,) conserve un argument constant 


quand z varie entre a, et a;. 
Faisons de F(y) une représentation uniforme par la formule si sou- 


SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 365 


vent employée qui donne ici cette identité 


ne rf u  „ > oUS—a,+(a;—a,)l. 
v(5—4,).. (Ea) aA) O/B t— (y— | 


£(a;— an) 
Lorsque 5 varie entre a, et a; ou ¢ entre o et 1, le radical 
V(s—a,)...(1 — ay) (1 — 9) GE 


a un argument constant. De plus, nous pouvons transformer définiti- 
vement ainsi F(y): 


1 1 


3 
F(y) = Gi a) ee dt do 


T 5 — 3 — — 9,5 § [t(a;—a, 
G— a). = ar) U8) [ia any] 


Notre théorème IV est alors applicable et conduit à ce résultat : 





Etant donnée une intégrale abélienne 


relative a la fonction algébrique u, définie par l'identite 


ui—(s—a,)...(s—a,z)(5—-Y), 


si les points a,, a,, ..., a, sont en ligne droite, les périodes de cette inté- 
grale (qui correspondent a deux points consécutifs a,, a; de l'ensemble a,, 
ax, ..., @ sur la droite D de ces points), considérées comme fonctions de 
y, ne peuvent s'annuler en dehors du segment a,a; de la droite D. 





Je termine ici mon étude préliminaire sur les zéros des fonctions; 
dans cette première Partie je ferai remarquer que j'ai pu caractériser 
certaines classes de fonctions discontinues ou multiformes par une 
propriété de leurs zéros qui leur fat commune et par suite les ratta- 
chat entre elles; seulement par elle-mème la méthode géométrique 
que j'ai employée ne peut viser qu'un nombre relativement restreint 
de classes de fonctions. 


° Dans la seconde Partie de ce travail, en utilisant le théoreme de 
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Cauchy et le théorème III (Chapitre I), je vais parvenir à étendre l’ap- 
plication de mes propositions aux fonctions uniformes quelconques et 
généraliser le problème que je me suis proposé dans la première Par- 
tie. Le problème général que j’ai en vue est le suivant: étudier la dis- 


tribution des valeurs de la variable qui font prendre à une fonction 
uniforme une valeur donnée u. 


SECONDE PARTIE. 


SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA VARIABLE QUI FONT PRENDRE 
A UNE FONCTION UNE VALEUR DONNÉE u. 


Pour résoudre le problème que j’ai en vue, je m’appuierai sur le 
théorème suivant qui n’est qu'un cas particulier du théorème I (pre- 
miere Partie, Chapitre II): 


Soit la fonction f(s) définie par l'intégrale 


fs H(é, z) dt 


JE) Re’ 


2 
où H(t,3) et G(i,2) sont des fonctions holomorphes en t et des poly- 
nomes en z de degrés respectifs a et B, les coefficients des termes de degré 
le plus élevé en z de H(t, 3) et G(t, 3) étant respectivement A(t) et B(t) 
différents de zero pour toutes les valeurs de t, de t, à t,. St le rapport 
Fe est réel et garde un signe constant pour toutes les valeurs de t, entre 
it, et t,, en désignant parC un cercle de surface minima eniourant les 


pôles et zeros de oe lorsque t varie, les zeros de f(z) sont à l’inte- 
9 + 
; , ; ; R ; 
rieur d'un cercle concentnque a C, de rayon ———_—; R étant le 
sin ———_.- 
2(a-+ 6) 


rayon de C. 
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Considérons une fonction uniforme F(z) uniquement assujettie a 
avoir toutes ses discontinuités à distance finie; de plus, pour des va- 
leurs infinies de 3, F(z) prend une valeur A,. Déterminons un 
cercle C aussi voisin qu'on le veut, mais ne le coupant pas, du con- 
tour convexe minimum entourant les discontinuités de F(z). D’après 
le théorème de Cauchy, F(z) étant holomorphe en dehors de C et pre- 
nant la valeur A, sur le cercle de l’infini, on a l’identite 

F(:)— A+ — [ [ad 
2Te c TI — 
pour toutes les valeurs de 3 à l’extérieur de C supposé parcouru dans 
le sens indirect, c’est-à-dire en laissant son aire à droite. 

De l'identité précédente, nous déduisons qu’en dehors du cercle C 
(a l'extérieur), les valeurs de 3, qui font prendre à F(s) la valeur u, 
sont données par l’équation 

waa ct f Bales, 
C 


27! T— 3 





qui s'écrit encore 


m 
(I) o=A,—u+— F(z)Re? dg 


27 0 TZ — 5 


en faisant x = a + Re’?, R étant le rayon du cercle C et a son centre. 


Or | 
_ (Ao— u) er 
A-u=— ur T — J do. 
L’équation (I) devient 


Li u F(z) Re‘? 
0— 7 À | —(As— 4) + see | a. 


Dans l'intégrale du second membre, donnons à do une valeur con- 
stante; de plus, divisons tous les termes de l'intégrale par A, — u; 
l'équation en z s’écrit définitivement 


fT Lore 
nny Vara 
ae. OF 
(11) O0 — tos |. 
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F(.r)Re!? 
A, — u 


— ot 


Or, les quantites sont des fractions rationnelles 


en 5, telles que, z ou ¢ variant, la difference des degrés du numérateur 
et du denominateur est constante : c’est zero; de plus, le rapport des 
termes en 5 est l’unite. Nous pouvons alors appliquer le théoreme 
mentionné en tete de cette seconde Partie. Ici l’ensemble des pöles 
des fractions rationnelles considérées, lorsque ¢ varie, est le cercle C; 
l’ensemble des zéros est défini par 

+ ÉCHIReR, 

Ao—u 


sr 


Designons par M le module maximum de F(s) sur le cercle C: 
nous voyons que les zéros seront 4 l’interieur d’un cercle concen- 


trique 4 C et de rayon R (1 + ): par suite, les zeros de l'équa- 


_M 
| | A, — ee | 
tion (II), ou encore les valeurs de 3 qui font prendre à F(s) la valeur 


u sont déterminées par ce théoreme : 


TuéorÈème 1. — Sout F(3) une fonction uniforme pour laquelle le point 
a l'infini est ordinaire; traçons un cercle C entourant toutes les disconti- 
nuues de F(3) et d’ailleurs aussi rapproché qu'on le veut du contour con- 
vere minimum entourant les discontinuites; appelons M le module maxi- 
mum de F(s) sur C, R étant le rayon de ce cercle. Les valeurs de 3, pour 
lesquelles F(z) prend une valeur u, sont à l'intérieur d’un cercle con- 
centrique aC et de rayon 


_ M 
R V2 (: + sn) ’ 
À etant la valeur de F ( >) al ınfını. 


Remarque. — Pour abréger l'énoncé des théorèmes qui vont suivre 
j'entendrai par cercle de surface minima entourant un ensemble de 
points, un cercle aussi rapproché qu’on le veut du contour convexe de 
surface minima entourant ces points, mais ne rencontrant pas ce con- 
tour. De méme, pour simplifier le langage, je désignerai par points 
singuliers, les pôles ou les discontinuités essentielles. 

Le théorème I peut se mettre sous une autre forme qui nous sera 
utile par la suite : 


THÉORÈME I]. — Une fonction F(3) uniforme et pour laquelle l'infini 
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est point ordinaire, est donnée par ses valeurs sur un cercle C à l’exte- 
rieur duquel la fonction est holomorphe. La fonction F(z) prenant a 
Vinfini la valeur A, M désignant le module maximum de F(3) sur le 
cercle C de rayon R, les valeurs de 3, pour lesquelles F (3) prend la valeur 
u, sont à l'intérieur d'un cercle concentrique à C et de rayon 


- M 
+) 
Du théorème II nous pouvons déduire une réciproque qui permet, 


en particulier, d'établir une distinction entre les fonctions uniformes 
et les fonctions non uniformes : 


CoroLLaiRe. — Soit F(3) une fonction donnée par ses valeurs le long 
d’un cercle C de rayon R; designons par M son module maximum sur C. 
Si, pour des valeurs 3 s’eloignant à l'infini dans une direction «, F (3) 
tend vers u,, et si l’on peut trouver une quantité u, différente de u,, telle 


qu'il y ait au moins une valeur de 3, 3, en dehors d’un cercle T concen- 
M 


| ,— ul 


trique à C et de rayon R V2 (: + ): qui fasse prendre a F(3) la 


valeur u, : 

1° La fonction F(s) étant uniforme et régulière a l'infint admet neces- 
sairement des points singuliers à l'extérieur de C; 

2° La fonction F(3) étant uniforme et n'ayant pas de discontinuités 
a distance finie en dehors de C, admet nécessairement le point a l'infini 
comme pôle au point singulier essentiel; si u, est fint, l'infini est point 
singulier essentiel; 

3° La fonction F(3) n'ayant pas de points singuliers à distance finie 
ou à l'infini en dehors de C ne peut être uniforme. 


En effet, dans le premier cas, si F(s) n’admet pas l'infini comme 
pole ou point singulier essentiel, en supposant qu'il n’existe pas de 
discontinuités à distance finie à l'extérieur de C, la fonction est holo- 
morphe en dehors du cercle C; comme elle prend la valeur u, dans 
une direction, elle prend cette valeur dans toutes les directions. Le 
théorème I est alors applicable et la fonction F(z) ne peut prendre la 
valeur w, qu'en des points s,, à l’intérieur du cercle F concentrique a : 


C et de rayon R V2 (: + a=) ce qui est en contradiction avec 
27 84 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Octonre 1897. 47 
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les conditions auxquelles F(s) satisfait dans le corollaire. Il est donc 
nécessaire qu'il existe des discontinuités à distance finie à l'extérieur 
du cercle C. 

Dans la seconde hypothèse la fonction F(z) est uniforme et de plus 
est holomorphe sauf à l’infini à l'extérieur de C; si l'infini était point 
ordinaire pour F(3), cette fonction prendrait en ce point la valeur u,, 
et les valeurs z, de 3 pour lesquelles sa valeur est u,, seraient à l’inté- 


rieur d’un cercle T concentrique à C de rayon R V2 (: + an)’ 


W— u, 
ce qui amene une contradiction avec les proprietes de F(s) dane le 
corollaire. 

Enfin, dans la troisième Partie, la fonction F(z) étant finie pour des 
valeurs de s infiniment grandes a pour valeur u, à l'infini, si elle est 
uniforme autour de ce point; puisque F(s) n’a pas de points singu- 
liers en dehors de C, en la supposant uniforme, il n’existerait pas de 


valeurs z, de la variable faisant prendre à cette fonction la valeur u, 
en dehors du cercle Il. Ainsi F(3) ne peut être uniforme. 


2. Nous allons maintenant étudier le problème de la limitation des 
régions du plan où une fonction peut prendre une valeur u, dans le 
cas d’une fonction uniforme quelconque. Nous nous servirons à cet 
effet du premier théorème (théorème 1). Considérons les transforma- 


tions définies par les égalités 


(1) s—amı, 
— 4 

CZ. 

(2) Jy 


Soit alors F(s) la fonction uniforme sur laquelle nous raisonnons; 
nous aurons les identités 


F(s)=9(r4) = @(y). 


Dans une région du plan de la variable complexe s, où F(3) est 
holomorphe, tracons un cercle C (de rayon R, de centre P) sur lequel 
la fonction prend un module maximum M. Nous donnerons alors à « la 
valeur de l’affixe de P, dans la transformation (1). Décrivons de P(«) 
comme centre, un cercle E ayant pour rayon la distance de P à la 
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discontinuité la plus voisine de ce point. Par la premiere transforma- 
tion, le cercle C se change en un cercle égal C, dont le centre est l’ori- 
gine O. Le cercle E se transforme en un cercle égal de centre O à 
l'intérieur duquel est C,. Dans la seconde transformation, prenons 
y = R?; celle-ci équivaut à une inversion de pôle O, la puissance d’in- 
version étant R?, suivie d’une symétrie par rapport à l’axe des quan- 
tités réelles : ainsi, le cercle C, se change en lui-même et C, n’est autre 
que C,. Les points à l’extérieur de C, et, a fortion, les points à 
l'extérieur de E,, parmi lesquels se trouvent les discontinuités 
de o(x), se changent en points à l’intérieur de C,. Considérons alors 
la fonction uniforme ®(y); tous’ses points singuliers sont à l’intérieur 
de C, sur lequel elle prend un module maximum M; le théorème IT est 
donc applicable à ®(y) et les valeurs de y pour lesquels cette fonction 
prend la valeur w sont à l'intérieur d'un cercle F, concentrique à 


> + = M 
I origine, de rayon Ry2|ı+ a A étant la valeur de ®(y) pour 
y infini, c’est-à-dire F(a). 

Revenons maintenant au plan des x et, ensuite, au plan des 3; le 


cercle C, se change en lui-même C,; le cercle F, se transforme en un 
R 


M 
+ Fat) 
seuls valeurs de z pour lesquelles F(z) peut prendre la valeur u sont à 
R 
M 
V3 (++ ra =) 
où M est le module maximum de F(z) sur le cercle C. Nous sommes 
ainsi conduits aux propositions qui suivent : 


cercle I’, concentrique à O et de rayon ; enfin les 


l’intérieur du cercle F concentrique à C et de rayon 


2 


THÉORÈME III. — Une fonction F(3), uniforme, est donnée par ses 
valeurs le long d'un cercle C de rayon R; soit M son module maximum 
sur C. Soit 


I + 
À = — 
2T 0 


F(:) do 


(ous =a + Re, a désignant l'affixe du centre C). La fonction F(3) 
étant holomorphe à l'intérieur de C ne peut prendre une valeur donnée u 
qu a l'extérieur du cercle T concentrique à C et de rayon — R 


(+) 
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x 


Ce théorème est applicable à toute région circulaire où F(s) est 
holomorphe; voici une autre forme de la proposition qui précède; elle 
mène à un théorème général sur la continuité : 


Tuéorème IV. — Étant donnée une fonction uniforme quelconque F (3), 
lorsqu'en un point P, au voisinage duquel la fonction est holomorphe, 
F(s) prend une valeur À différente d’une quantité u, on peut fixer un 
cercle T à l’intérieur duquel, certainement, F(s) n'alteindra pas la va- 
leur u; soit C un cercle de centre P de rayon R inférieur à la distance de P 
au point singulier le plus voisin, M étant le module maximum de F(:) 


sur ce cercle. Le cercle cherché T est concentrique à C et de rayon 
R 


= M 
V3 (1+ 


Le théoreme III est susceptible de fournir des renseignements sur la 
position, des points singuliers de fonctions uniformes données par 
leurs valeurs sur un cercle : 


Tuéonème V. — Étant donnée une fonction uniforme F(s), par ses 
valeurs le long d’un cercle C de centre x, de rayon R, soit M son module 
maximum sur C. En désignant par À l'intégrale 


I 2k 
az | F(z) do 


(où 5 = a + Re'?, F(s) lorsque 9 varie, prenant les valeurs données sur 
le cercle), si l'on peut trouver une quantité u différente de A telle qu'il 


existe au moins une valeur de 2, 3, à l'intérieur d’un cercleT concentrique 
R 


(+=) 


fonction F (z) a certainement des points singuliers dans C. 


a Cet de rayon » qui fasse prendre a F(z) la valeur u, la 


En effet, si F(s) n'avait pas de points singuliers dans C, d’après le 
théorème III, il n’y aurait aucun point à l’intérieur de I faisant 
prendre à F(z) la valeur u, puisque A serait alors la valeur de F(z) 
au centre de C; ainsi, comme A est différent de u, 3, serait forcément 
en dehors de T. 


Le théorème III admet un corollaire analogue à celui du théorème II; 
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on peut ainsi établir une nouvelle distinction entre les fonctions uni- 
formes et les fonctions multiformes : 


Une fonction F(z) est donnée par ses valeurs le long d'un cercle C de 
rayon R, de centre x; designons par M son module maximum sur C. La 
fonction F(z), n'ayant pas de points singuliers a l'intérieur de C, 
A représentant l'intégrale 


I 27 


(où s= a+ Re’*), si l’on peut trouver une quantité u différente de À 
telle qu'il existe au moins une valeur de 3,5, à l’intérieur d’un cercle T 


R To? qui fasse prendre à F(z) la 


(+5) 


valeur u, on peut affirmer que F(3) n'est pas uniforme. 


concentrique a C de rayon 


La démonstration de cette proposition est immédiate; si F(s) était 
uniforme, A serait sa valeur au centre du cercle et, d’après le 
théorème III, il n’y aurait aucun point à l'intérieur de I faisant 
prendre à F(s) la valeur wu différente de A. 


3. Nous allons appliquer les théorèmes généraux du paragraphe 
précédent à l'étude particulière des fonctions entières. 

M. Picard a montré l'impossibilité de l’existence de deux nombres 
a et b pour lesquels F(z) = a et F(z)=b n'aient aucune racine. 
Ainsi, l'une des deux équations a au moins une racine; M. Picard a 
complété ce résultat en faisant voir qu'il y avait alors une infinité de 
racines : nous nous proposons de déterminer leur position possible 
suivant la valeur de a et b. 

Tout d’abord, voici une première proposition qui n’entraine de 
propriétés nouvelles, qu’en supposant la fonction entière réduite à un 
polynome : 


Soit F(z) une fonction entière donnée par ses valeurs le long d'un 
cercle C de rayon R; F(s) prend un module maximum M sur C, et une 
valeur À au centre de C. Il ne peut exister deux nombres a et b pour les- 
quels l'équation F(s) = u, quand on remplace u par a et b, n'ait pas 


74 L. DESAINT. 


de racines à l'extérieur dun cercle conceningue a C de rayon 
R 


5 — 
U er) 
En effet, dans le cas d’un polynome F(s), l’équation F(z)=u a au 


moins une racine, puisque la fonction ne se réduit pas à une constante; 
de plus, cette racine est à l'extérieur d’un cercle T concentrique à C 


et de rayon —_—< — 
A+) 
Si la fonction entière F(z) est transcendante, sauf pour une valeur 
d'exception, l’équation F(s) = ua toujours des racines, et en nombre 
infini; par suite, la même conclusion subsiste. 
La proposition précédente peut encore se mettre sous cette forme : 


, sauf, peut-être, pour u = A. 


Une fonction entière F(s) donnée par ses valeurs le long d’un cercle C 
de rayon R, prend un module maximum M sur C, et une valeur A au 
centre de C. Il ne peut exister deux valeurs de u, a et b pour lesquelles 
l'équation F(s) = u ait des racines à l’intérieur d’un cercle concentrique 


aC de rayon — ——< 


Nous avons supposé la fonction F(z) déterminée par ses valeurs sur 
un cercle; mais la représentation la plus simple d’une fonction entière 
est le développement en série suivant les puissances croissantes de la 
variable. Pour me conformer à cette remarque, je reprendrai l'étude 
des fonctions entières sur leur développement en série de Taylor. 

Ainsi F(z) est donnée par la serie 


F(s:)=A+A;5+...+A,5+.... 


Nous prendrons comme cercle C, un cercle concentrique à l'origine, 
de rayon R. Le module maximum de F(z) sur C, aura pour limite 
supérieure 

M=]A,| + [AR +... + | A, | R” +. ..g 


où |A,|, |A,|, ..., |A,|, ... sont les modules de A,, A,, ..., A. La 
seconde de nos propositions sur les fonctions entières peut ainsi 
prendre une nouvelle forme. 
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Soit F(s) une fonction entière donnée par la série 


F(z)=A,+A,s+...+A,„2"+ 


n = 


désignons par M la quantité > [A,|R". I ne peut exister deux valeurs 
de u, a et b, pour lesquelles l'équation F(s) = u ait des racines à I inte- 
rieur d’un cercle concentrique a l'origine et de rayon 


R 
ron 
(+ nt) 
4. Le théorème III nous permettra d'étudier avec facilité les inte- 
grales des équations différentielles au voisinage de leur valeur ini- 


tiale. 
Tout d’abord, considérons l'équation différentielle 


d 
= f(x,y); 


x 

la fonction f(x,y) est holomorphe lorsque x reste à l’intérieur d’un 
cercle C, de centre x,, de rayon a, et y à l’intérieur d’un cercle C, de 
cercle y,, de rayon b. Il existe une intégrale, et une seule, qui, pre- 
nant la valeur y, pour x = x,, est holomorphe au voisinage de x,. 

Quand les variables restent à l'intérieur de leur cercle respectif, 
/(x,y) prend un module maximum M, et l'intégrale y qui, pour 
x = &,, à la valeur y, est holomorphe dans un cercle I, de centre z,. 


de rayon la plus petite des quantités a et „1; ainsi, désignons par R 


le rayon deT',; à l’intérieur deT,, /(x, y) a un module inférieur à M, 
et la fonction y a un module plus petit que|y,|+ 5. Ces propriétés 
subsisteront sur un cercle aussi rapproché de IT, qu’on le veut. Le 
théorème III sera d’une application immédiate : 


Étant donnée l'équation différentielle 


dy __ 
dr = f(x, Y}) 
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soit y une inlegrale qui, pour x= x,, prend la valeur y,, f(x,y) 
ayant un module maximum M lorsque x reste à l'intérieur du cercle 
de centre x,, de rayon a, y variant à l'intérieur d’un cercle de centre y,, 


de rayon b; désignons parR la plus petite des quantités a et 2. A l’inte- 


rieur de son cercle de convergence de centre x,, la fonction y ne peut 
prendre la valeur u qu'a l'extérieur du cercle T concentrique a x, et de 
rayon 


RR e 

— 2) 
+ ————_- 
va(s [u — yo | 


A l’intérieur du cercle de convergence de l’intégrale y considérée, 
le module de y est inféricur à | y, | + 5; il en est de même à l’intérieur 
du cercle de centre æ,, de rayon R—e et sur ce cercle lui-même, 
e étant d’ailleurs aussi petit que l’on veut. Ainsi, dans l'énoncé, pour 
être rigoureux, il faut dire que la fonction y n’atteint la valeur u qu'à 
l'extérieur de T ou sur IT. 

Plus généralement encore, nous pouvons définir y par un système 
d'équations : 


Étant donné le système 


iz = (21, Yu ss Yks oe «> Yn)s 


D parue cn sv) 


dyn 
— = fn (Lis Yi .. .,Yks .. Yu); 


ZT 


soit y, UVintégrale satisfaisant à ce système, qui prend la valeur y,, pour 


x= To, les fonctions [is ..., fx, ..., fn ayant un module maximum M 
lorsque x reste à l’intérieur d'un cercle de centre x,, de rayon a, y,, 
Vas ces Yhr oes Yn Variant respectivement dans les cercles de centres 
Vs Ya re Ven ees Xe et de rayon b. Si R désigne la plus petite des 


wy by pe ye 
quantiles a et 5, a l'intérieur de son cercle de convergence de centre x, 
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l'intégrale y, ne prend la valeur u que sur le cercle Y ou à l'extérieur du 
cercle TV concentrique à x, et de rayon 


RO 
LE 
A+ ——— 
(+R 


5. Je me propose, pour terminer ce travail, d’esquisser très som- 
mairement une classification polaire des fonctions F(s) pour les- 
quelles il existe m valeurs que ces fonctions ne puissent prendre; 
ainsi F(s) = « n’aura pas de racines pour u—a,,...,u — a; ces 
quantités a,, dy, ..., an Seront alors désignées sous le nom de va- 
leurs d'exclusion. 

M. Picard a donné ce théorème, qu’une fonction entière ne peut 
avoir plus d’une valeur d'exclusion a, ; dans le cas spécial d’un poly- 
nome, c’est-à-dire d’une fonction entière admettant l'infini, il n'existe 
aucune valeur d'exclusion. De plus, lorsqu'une fonction qui admet 
l'infini comme singularité essentielle ne possède, à distance finie, que 
des pôles, M. Picard a montré qu'il y a au plus deux valeurs a,, a,. 
On est ainsi bien naturellement amené à penser qu'il y a un lien 
étroit entre le nombre et la position des singularités essentielles et le 
nombre des valeurs d'exclusion de la fonction possédant ces singula- 
rités. 

Dans les études que nous venons de résumer, on part de l’ensemble 
des discontinuités et l’on en déduit le nombre possible des quantités a; 
je vais suivre une marche inverse : je suppose connu le nombre de 
valeurs d’exclusion et je cherche à définir l’ensemble des points sin- 
guliers. 

Soit d’abord F(z) qui ne possède qu'une valeur d’exclusion a,. 
Posons 


J 
Era 


f(s) a comme seules discontinuités les points singuliers essentiels E 

de F(s). Traçons alors une ligne L entourant une aussi grande por- 

tion du plan que l’on veut; de plus, cette ligne L ne rencontre aucun 

point singulier de F(3). De chaque point M de L comme centre, avec 

un rayon R inférieur à la distance M au point essentiel E le plus voi- 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. Ocrosne 1897. 48 
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sin, décrivons un cercle C; nous allons déterminer la position des 
pôles de F(z) par rapport à C, de la façon qui suit : aux pôles de F(z) 
correspondent les zéros de f(s) et inversement, puisque F(s) — a, 
ne s’annule jamais. Or, à l’intérieur de C, la fonction / (2) est holo- 
morphe; d’après le théorème III de cette seconde Partie, les zéros de 
/(z) sont à l’intérieur d’un cercle I’ concentrique à C, de rayon 


RR 
- M 
2(1+ —— 
A+ Fay) 
où y est l’aftixe du point M centre de C, et M le module de f(s) sur C, 
pris avec sa valeur maximum; lorsque M décrit L, comme sur les dif- 
férents cercles C correspondants, il n’y a pas de points singuliers 
essentiels, les modules maxima M, relatifs à chacun de ces cercles C, 
restent inférieurs à une quantité fixe 6, qui est le module maximum 
de f(z) dans l’aire et sur le contour de l'aire balayée par C; ainsi /(z) 


n'a pas de zéros dans la région S, balayée par un cercle T de centre 
M (y) sur L, le rayon de I étant 


? 


R . 
V2[1+é6|F(y)—a,|] 


par suite, F(z) n'a pas de pôles dans la région S engendrée par T 
lorsque M se déplace sur L. 

Lorsque F(z) possède des valeurs d’exclusion @,, a,, ..., An, il 
existe m régions S,, S:, ..., SA Correspondant à ces valeurs; l’en- 
semble W de ces m régions forme une région d'exclusion de pôles 
pour F(z). 
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AGREGE DE L'UNIVERSITÉ. 


INTRODUCTION. 


1. L’objet du présent Mémoire est la résolution de quelques-uns 
des problèmes de Calcul intégral que soulève la Théorie mathématique 
de la chaleur. 

Ces problèmes se rapportent à certaines équations. aux dérivées par- 
tielles dont le type est l'équation de Laplace. Chacun d’eux consiste 
en l'établissement d’une proposition très analogue au principe de 
Dirichlet. 


2. Les équations de la chaleur sont les plus simples des équations 
de la Physique : elles méritent sans doute à ce titre une étude appro- 
fondie. On sait d’ailleurs qu’elles ne régissent pas seulement les phéno- 
mènes de conduction thermique : elles reparaissent dans les théories 
de la diffusion et de la viscosité des liquides; on les retrouve encore à 
propos de l'équilibre ou du mouvement de l'électricité dans les con- 
ducteurs métalliques. C’est dire que leur considération s'impose au 
physicien. Mais c’est au point de vue purement analytique de la déter- 
mination de leurs intégrales que je les envisagerai surtout. 

Préoccupés d’une idée qui régnait autrefois, d'après laquelle une 
intégration n'était réputée faite que si l’on parvenait à découvrir la 
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forme explicite de la fonction inconnue, les géomètres par qui fut 
inaugurée la Théorie de la chaleur ont employé dans toutes leurs 
recherches une méthode uniforme : leur projet a toujours été, suivant 
l'expression de Lamé ('), de construire la solution d’un probleme de 
Physique à l’aide d’une série de solutions simples jouant le rôle d’ele- 
ments analytiques que tiennent les fonctions circulaires dans les séries 
de Fourier. C’est encore à ce point de vue que s’est placé M. Poincaré 
dans un Ouvrage récent (?). Mais ce point de vue, si intéressant en 
lui-même et si fécond dans les cas particuliers où les calculs peuvent 
être poussés jusqu’au bout, doit être abandonné quand il s'agit des cas 
généraux, auxquels j’ai l'intention de me limiter ici. 

Plusieurs exemples de la marche qu’il convient alors de suivre ont 
été donnés par MM. Schwarz, Neumann et Poincaré pour la démons- 
tration du principe de Dirichlet. Or les procédés de ces géomètres, ou 
d’autres tout semblables, réussissent encore dans les circonstances 
plus complexes que nous rencontrerons. C'est donc leur perfectionne- 
ment et leur généralisation que nous allons chercher. Ils ne conduisent 
du reste qu’à des théorèmes d'existence, sans fournir l'expression ana- 
lytique des inconnues. Mais de ces théorèmes, il est possible de déduire 
ensuite les séries mêmes que l'emploi de la méthode des solutions 
simples eût fait considérer a priori. Voilà les deux points que je me 
propose d'établir en ce Mémoire. 


3. Les lois différentielles qui règlent la circulation de la chaleur à 
l’intérieur d’un corps solide isotrope et athermane ont été trouvées par 
Fourier au début de ce siècle. 

Imaginons une surface fermée S qui délimite à l’intérieur d’un corps 
une portion T de celui-ci. Soient 


ds un élément de S, 
d= un element de T, 
V la température du point (x, y, z) à l'instant £, 


— 


(1) LamE, Théorie analytique de la chaleur, Discours préliminaire. 
(3%) H. Poincaré, Théorie analytique de la propagation de la chaleur. Paris, Carré, 


1895. 
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d ne rae, . . 
= la dérivée de V estimée en un point de S dans la direction de la nor- 


male à S vers l’exterieur de cette surface, 
k le coefficient de conductibilité thermique du corps. 


Je n’ai pas a redire ici par quelle suite de raisonnements Fourier fut 
conduit à reconnaître au flux de chaleur qui traverse pendant le temps 
dt l'élément do de S l’expression 

dV 
— À dn do dt. 

Je rappellerai seulement que, d’après les conventions habituelles, 
cette formule donne en grandeur et en signe la valeur du flux qui sort 
du domaine T par l'élément do de sa frontière. 


4. Négligeons l'influence des variations de la température sur les 
paramètres qui définissent en chaque point l’état physique du corps. 
En vertu de ce qui précède, la quantité de chaleur qui, pendant le 
temps di, entre par conduction dans le volume T, est représentée par 
l'intégrale double 
aV 


k— do dt, 
(S) dn 


étendue à tous les éléments do de la surface S. Si l’on pose 


®V  dV dv 

AV = gat + op + os? 
Ok OV _ dk AV | Ok OV | Ok OV 
Ox dx Ox 0x dy dy Os O35” 





et si l'on applique la formule de Green, on voit que l’integrale prece- 
dente peut s’écrire 

| ok av, 

k AV dr dt +f Er Fp dr dt, 


(T) (T) 


les intégrations se rapportant cette fois aux divers éléments d du vo- 
lume T. 
Supposons maintenant que chaque élément dz de T contienne une 
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source de chaleur dont le débit pendant le temps di soit 
o(z,¥,3,t)drdt, 


© désignant une fonction connue du temps ¢ et des coordonnées (x, y, 3) 
du centre de gravité de dt. De ce chef, le volume T reçoit une quantité 
de chaleur 

(x, y, 3, t) dr dt, 


(T) 


qui s’ajoute à la chaleur reçue par conduction. 

Admettons enfin, pour n’omettre aucune circonstance possible, 
qu'une cause de deperdition calorifique agisse sur chaque élément dr du 
corps. Cela se présenterait par exemple pour une plaque tres mince 
dont les faces parallèles seraient soumises à un rayonnement extérieur 
d'intensité connue. La quantité de chaleur perdue de la sorte par le 
volume T pendant le temps di peut être représentée par l’intégrale 


f(x, 7,5, V) dr dt. 
T) 


( 


L’expérience nous amène d’ailleurs à faire ’hypothése que la fonc- 
tion donnée / est croissante avec V et nulle pour V = o. 

Faisons la somme des trois quantités précédentes, en tenant compte 
de leurs signes respectifs. Il vient 


ok OV 
J [xav +), dx dx + 9(2,7,5,¢)—f(2,y, 5, v)| dr dt. 
Tel est le gain total de chaleur fait par le volume T pendant le 
temps dt. 

On peut trouver une autre expression de cette même quantité. Chaque 
élément dt de T, passant pendant le temps di de la température V à la 


température V + Ta. emmagasine une quantité de chaleur dont 


l'expression est, en vertu des lois calorimétriques, 
OV 


CD drdt, 
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C désignant la chaleur spécifique de I’élément dx et D sa densité. L’in- 
tégrale triple 


OV 
CD dt dr dt 


(T) 


représente donc aussi le gain total de chaleur évalué plus haut. 
Egalons entre elles les deux expressions différentes que nous venons 
de trouver successivement pour la même quantité. On a l’identite 


f |eav+ 2% Oz +p(z, 7,3, t)— f(x, 7, s, V)— CD | dr dt =0, 


qui doit avoir lieu pour tous les choix possibles du domaine T à l’in- 
térieur du corps étudié. 

On conclut de là, par un raisonnement bien connu, que l'équation 
aux dérivées partielles 


dk OV av 
k AV + Se + (CI) 1) =f (475, V) + CD 


est vérifiée par la fonction V. 


5. Si l’on remarque que les fonctions 
K( 2, 9,3), C(x, 7,5), D(z, y,3) 


sont essentiellement positives et que, par suite, leurs logarithmes 
népériens et leurs quotients deux à deux sont finis et uniformes, on 
voit sans peine qu'un simple changement de notation permet d’écrire 
notre équation sous la forme 


ov OV OV 

(1) AV+a(z ps) D + O( 2 y 2) 5 + ¥, 3) = 
OV 

= f(2z,y,5, V) + p(xr, y, 3, t)+ (2, ,3) 7° 


l'expression 
a dx + bdy + cds 


étant une différentielle exacte. 
Il faut noter que la fonction } est essentiellement positive et non 
nulle et que la fonction f, nulle pour V = 0, croit avec V. 
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Je donnerai à l’équation (1), sur laquelle vont porter mes recherches, 
le nom d’Éguation de Fourier. 

Un cas particulièrement interessant de l'équation de Fourier est 
celui où f(x, y, 2, V) est de la forme /(z, y, z)V, f étant nécessaire- 
ment alors une fonction positive. Dans ce cas, l’équation devient 
linéaire et cela correspond à l'hypothèse d’une cause de deperdition 
calorifique agissant conformément à la loi de refroidissement indiquée 
par Newton. 

Un autre cas à signaler comme digne d’une attention spéciale est 
celui où la variable ¢ ne figure pas dans l'équation. Celle-ci prend 
alors la forme 


AV. ,dV OV _ 
(2) AV a TOT her Na 
et l’on dit que l'équilibre thermique est établi ou que le régime est per- 
manent. 


6. Voici comment on peut énoncer d’une façon générale les pro- 
blemes d'intégration qui vont nous occuper. 

Regardons les fonctions a, b, c, f, 9, 4 comme données et prenons 
V pour inconnue. Deux cas sont à distinguer. 

Notre premier but sera de construire une intégrale V (x, y, z) de 
l'équation (2), définie et continue en tout point d’un domaine clos, à 
la frontière duquel la fonction cherchée sera astreinte à prendre des 
valeurs données d'avance. 

Notre second but sera de construire une intégrale V(x,y, 3,4) de 
l'équation (1), définie et continue en tout point d’un domaine clos et 
pour toute valeur positive du temps, se réduisant pour ¢ =o à une 
fonction de (x, y, 3) donnée d’avance et prenant à la surface du corps 
des valeurs assignées a priori. 

Dans chacun de ces deux cas, diverses conditions de possibilité 
s'imposent, qui seront expliquées en leur place. Au reste, ces énoncés 
se préciseront par la suite; mais on voit déjà l’étroite analogie avec le 
problème de Dirichlet. 

On pourra remarquer que je laisse entièrement de côté l'examen du 
cas classique où il y a rayonnement à la surface du corps. Ce sera l’objet 
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d’un Mémoire ultérieur, dont Jes principales conclusions ont été som- 
mairement indiquées dans une Note insérée aux Comptes rendus de 
l’Academie des Sciences ('). 


7. Il me reste à faire savoir le plan que j’ai suivi dans le présent 
Travail et les sources où j’ai puisé. 

Une remarque faite par M. Paraf dans sa Thèse de Doctorat (? ) inter- 
vient en la plupart de mes raisonnements : elle m’a permis d'étendre 
aux équations d’un type général, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes, les principales propositions que divers artifices avaient 
fait connaître pour l'équation de Laplace. Je puis de la sorte réduire 
à une forme canonique la méthode célèbre exposée par M. Poincaré 
sous le nom de Méthode du Balayage(*) et c’est de là que je déduis, 
par un procédé unrforme, la résolution complète des problèmes rela- 
tifs à la Théorie de la chaleur, en ce qui concerne au moins les théo- 
remes d'existence. 

Je considère tout d'abord les équations de l'équilibre thermique au 
point de vue de la généralisation du principe de Dirichlet. M. Picard 
s'est déjà beaucoup occupé de ces questions dans plusieurs Mémoires 
bien connus (*). J’en reprends l'étude, en m’attachant surtout au cas 
où trois variables ponctuelles (x, y, 3) figurent dans les calculs, ct 
jemploie une méthode indépendante de toute théorie préalable de 
l'équation de Laplace. C’est la méthode du balayage, pour les équa- 
tions linéaires; je fais un raisonnement qui démontre le principe de 
Dirichlet en même temps que ses généralisations et qui s applique 
aussi bien dans le plan que dans l’espace. Pour les équations non 
linéaires, en.me bornant toutefois aux types dont la théorie de la cha- 
leur suggère l'étude, car sans cette restriction le domaine à explorer 


— 2 — 
-_— _ 


(1) E. LE Roy, Sur le problème de Fourier (Comptes rendus, 18 mars 1895). 

(2) A. Pırar, Sur le problème de Dirichlet et son extension au cas de l'équation 
linéaire générale ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VI, Chap. Ill, § 2, 
1892). 

(3) H. Poıncan£, American Journal of Mathematics, t. NII. — J'oir aussi: Théorie du 
Potentiel newtonien, Chap. VII. Paris, Carré, 1897. 

(+) E. PicarD, Acta mathematica, t. XII. — Journal de Mathématiques, 1890 et 1896. 
— Journal de l’École Polytechnique, LX° Cahier. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Octosre 1897. 49 
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serait immense, je propose une méthode nouvelle qui réussit dans 
tous les cas. 

Dans la seconde Partie, je définis certaines fonctions que j'appelle 
les fonctions harmoniques fondamentales attachées à une surface fermée 
et j'étudie leurs propriétés les plus simples. Mon guide est, cette fois 
encore, un Mémoire de M. Poincaré ('). Je montre que l’établissement 
préalable des théorèmes d'existence permet d'obtenir comme conse- 
quences les développements en séries par lesquels, si l’on adoptait les 
idées de Lamé, on chercherait à construire la solution du problème de 
Dirichlet. Les équations générales où figurent dans les coefficients des 
signes fonctionnels arbitraires sont naturellement à écarter ici : je me 
limite à l’équation de Laplace. Les propositions que je démontre four- 
nissent le moyen de perfectionner sur plus d’un point la théorie des 
fonctions harmoniques : c'est par la que je finis. 

Enfin j'arrive aux équations du refroidissement des corps solides et à 
la résolution du problème de Fourier. Je traite d’abord le cas d’un corps 
homogene, par une méthode imitée de celle du balayage. Puis je 
montre qu'il est possible, ict encore, de trouver a posteriori, sous la 
forme des séries auxquelles il est juste de donner le nom de Lamé, 
les solutions dont l'existence a été mise hors de doute. Cela procure 
des renseignements nouveaux sur plusieurs questions de Physique, 
entre lesquelles je cite seulement le probleme des membranes vibrantes. 
Je termine enfin par des indications rapides sur la possibilité d’appli- 
quer aux équations générales du régime variable les procédés imagi- 
nés par M. Picard pour les équations du régime permanent. | 

Les principaux résultats que je dois exposer ont été présentés à 
l’Académie des Sciences dans les séances des 28 janvier 1895, 17 fé- 
vrier, 7 et 28 décembre 1896, 28 juin 1897. Leur caractère commun 
est de constituer une préparation à l’étude générale des équations de 
la Physique. | 


(1) H. PotncarE, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1894. — Voir aussi: 
Acta mathematica, 1896. 
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PREMIERE PARTIE. 


LES EQUATIONS DE L’EQUILIBRE THERMIQUE ET LA GENERALISATION 
DU PRINCIPE DE DIRICHLET. 


I. — Généralités. — Hypothéses fondamentales. — Détermination unique 
d'une intégrale continue par ses valeurs sur une surface fermée. 


8. Soient a, b, c, 9 quatre fonctions données et V une fonction in- 
connue des coordonnées x, y, z d’un point de l'espace. Désignons 
par f(z, 7,3, V) une dernière fonction, dont la forme est supposée 
connue d’avance. 

Je me propose d'étudier, au point de vue de son intégration, l’équa- 
tion aux dérivées partielles suivante : 
| (1) Narr = fly V)+ 9. 

Je résoudrai à son égard un problème analogue au problème de Di- 
richlet : on sait que ce problème consiste à déterminer une intégrale 
continue par les valeurs qu’elle prend sur une surface fermée. 

Il convient tout d’abord de donner une précision complète à 
l'énoncé précédent. Cela m'amène à déclarer les hypothèses que je 
fais. 


9. Les fonctions a, b, c sont supposées uniformes, finies et conti- 
nues, ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers ordres, 
dans une région R de l’espace. En outre, l'expression | 


a dx + b dy + cdz 


est par hypothèse une différentielle exacte dy. 
Les fonctions f, 9 sont de même uniformes, finies et continues en tout 


388 ÉD. LE ROY. 


point de R pour toutes les valeurs réelles de V. Elles ont de plus, par 
rapport aux variables dont elles dépendent, des dérivées partielles du 
premier ordre qui jouissent des mêmes propriétés. 

Je rappelle enfin que les principes de la theorie de Ja chaleur nous 
invitent à supposer la fonction /(x, y, 5, V) croissante avec V et nulle 
en méme lemps que celte variable. 

Cela posé, soit S une surface fermée tracée dans Ja région R: ce sera 
la frontière d’un domaine connexe T. Cette surface pourra être formée 
de plusieurs nappes, entièrement séparées; mais, en chacun de ses 
points, elle aura un plan tangent unique et deux rayons de courbure 
principaux bien délermines. 

Assujetlissons d'avance la fonction V que nous voulons construire 
aux conditions de continuité suivantes : 

1° La fonction V doit être uniforme, finie et continue dans le do- 
maine T; | 

2° Les dérivées partielles des deux premiers ordres de V doivent 
ètre uniformes, finies et continues dans tout domaine T’ contenu 
dans T. 

Nous appellerons ces conditions les conditions de continuité fonda- 
mentales. 

A chaque point M de S, attachons un nombre ®,, de telle façon que 
l’ensemble ® des nombres ®, soit continu. Nous designerons ® par 
le nom de fonction périphérique donnée. Nous supposerons cette fonc- 
tion uniforme, finie et continue sur S, mais nous ne ferons aucune 
hypothèse sur la continuité ni même sur l’existence de ses dérivées. 

Voici enfin ce que nous entendrons en disant d’une fonction V 
qu'elle prend sur S les valeurs ® ou qu'elle se réduit à ® sur S. Soit M un 
point de S auquel est attaché le nombre ®,; soit A un point de T en 
lequel V a la valeur V,; soit C un chemin continu allant de A en M 
sans sortir de T. Dire que V se réduit à ® sur S, c'est dire que 
V(x, y,3) tend vers ®, quand le point courant (7, y,5) déerit C, 
quels que soient A, M et C. 

Tout cela posé, notre but est de construire une intégrale de l’equa- 
tion (1) remplissant les conditions de continuité fondamentales, se rédui- 
sant surS à la fonction périphérique donnee et vérifiant l'équation aux 
dérivées partielles étudiée en tout point situé à l'intérieur de T. 
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Nous écrirons 


- Vv wv, 
Wag bg. He ge SMe Nr 


Vs= D. 


L'ensemble de ces deux égalités sera pour nous une notation abrégée 
de l'énoncé précédent. 

Enfin le nom de Principe de Dirichlet généralisé désignera la proposi- 
tion qui affirme l’existence d'une solution de notre probleme. 


10. Je commencerai par démontrer le théorème suivant : sz la fonc- 
tion f(x, 7,5, V) est croissante avec V, le probleme qui nous occupe com- 
porte au plus une solution. 

L'étude de cette question a déjà longtemps retenu M. Picard ('). 
Deux méthodes différentes ont été proposées par ce géomètre. L’une, 
très naturelle, très simple, et toujours applicable en Physique mathé- 
matique, est fondée sur la considération de certaines intégrales défi- 
nies qui sont essentiellement positives. M. Poincaré en a fait souvent 
usage (7). Mais, outre qu'elle ne permet pas facilement à l'analyste de 
traiter tous les cas qu'il rencontre, elle impose aux énoncés des res- 
trictions surnumeraires que rien ne justifie. L'autre méthode n'offre 
pas un moindre inconvénient, car elle oblige à supposer holomorphes 
les coefficients de l’equation aux dérivées partielles qui, elle-même, 
doit être Lneaire. Pour ces diverses raisons, je préfère aux précédents 
un procédé de démonstration dont le principe est dû à M. Paraf (*). 

Supposons que le problème de Dirichlet généralisé puisse recevoir 
deux solutions distinctes V, et V,. Leur différence V remplirait les 
conditions de continuité fondamentales et s’annulerait sur S. Elle 
atteindrait donc, en un point situé à l’intérieur de T, soit un maximum 
positif, soit un minimum négatif. Nous allons voir qu'une pareille cir- 
constance est impossible lorsque f(x, y, 5, V) croit avec V. On a, des 


(1) E. Picarn, Traite d’ Analyse, t. II, Chap. I, § HI. 
(2) II. Poincare, Théorie analytique de la propagation de la Chaleur, Chap. Il. 


(3) A. Parar, loc. cit. 
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lors, forcément, 
V => O, V, = V,, 


et le théorème annoncé se trouve établi. 

Pour démontrer la proposition à laquelle nous ramène le raisonne- 
ment qui précède, je m'appuicrai sur la remarque de M. Paraf que j'ai 
signalée dans l’Introduction comme devant me servir constamment. 


11. Envisageons d’abord le cas d’une équation linéaire. Si V désigne 
la différence V, — V,,on a 


ov ov ov 
Wag + oa +e = SV. 


Supposons 
f>0, 


l'inégalité excluant l’égalité. Soient æ,, y,, 3, les coordonnées d’un 
point M, où V atteint un maximum positif. En ce point, on a 


f>o, V>o. 
Mais V satisfait aux conditions de continuité fondamentales; d’ot 


vi, Vs, N, 
0x” oy” 03 

en M,, les fonctions a, b, c étant en même temps finies et déterminées. 
La formule de Taylor, limitee au second terme, est ici applicable. Sı 
l’on emploie la forme du reste indiquée par Lagrange, il vient 





x — ro)? OV 

V(z, yo 30) — V(Tos Yor 20) = wat Ox? (Es Yos 30)» 
— Vo Ÿ? anv 

V (x0; yy 30) — V(x, Jo» 20) = want Oy? (Form 30); 
3— 20)? OV 

V (20s Jos 3) — V( toy Yor 20) = EE Dat (Tor Job), 


E.n, ¢ étant respectivement compris entre x et x,, y et ÿ,, 3 et Z. Le 
point M, étant le lieu d’un maximum positif pour V, on conclut de là 


sans peine 
AV So, 
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pour © = Lo, Y = Yos 3 = 3,. Finalement, en My, ona 


AV So, aX =o, oS =o, cS =o, fV>o0. 
Alors l’équation que doit vérifier V ne peut pas être satisfaite au point 
considéré. Cela est contraire à l’hypotliese. Donc V ne peut pas avoir 
de maximum positif à l'intérieur de T. 

L’impossibilite d’un minimum négatif se prouverait de la même 
manière. 

Le probleme de Dirichlet généralisé comporte donc au plus une solution, 
dans le cas de U equation linéaire, lorsque le coefficient f de cette equa- 
tion est positif et non nul en tout point du domaine T envisage. 

La discussion peut être poussée plus loin. Soit A(z, y, 5) une fonc- 
tion arbitraire, mais toujours positive dans T, ne s’annulant même pas 
sur S et vérifiant les conditions de continuité fondamentales ainsi que 
ses dérivées de tous les ordres. Posons 


V = AU. 
Ona 
où au on au où au 5 
AAU + CS + ah) = + (5 +) 5 +25 +n) 5 +FO)U=e, 
en posant 


u dh dd A 
FQ) =A +as +b tex — fh. 


Si A est connu, la recherche de V se ramène immédiatement à celle 
de U; cette dernière fonction prend d’ailleurs sur S les valeurs données 
0 . , . , . 

7 qui sont finies pour À # o. Supposons que l'on parvienne à choisir À 


de façon que l’on ait en tout point de S et de T : 
A>o, F(A) <0, 


les égalités étant exclues. On pourra répéter le raisonnement précé- 
dent et l’on verra que, cette fois encore, le probleme de Dirichlet gene- 
ralise comporte au plus une solution. L’équation qui définit U est d’ail- 
leurs de même forme que celle qui définit V. 
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Si l'on prend 
À = e}, 
la condition de signe imposée à À sera satisfaite et il suffira de 
choisir A’ de manière à réaliser, outre les circonstances de continuité 
prescrites par l'énoncé, l'inégalité 
(ON? [ON \T (a OÙ ON OX 
A)! + (5) + (5) (5:) +a m + by +e ae —f<o. 


Approfondissons quelques exemples. 
Soit 
f2o dans T. 
Prenons 


a 
À = — Me 


a et M étant deux constantes laissees indéterminées pour le moment. 
On doit réaliser l'inégalité 
M+a>ae™r, 


a 


Choisissons M positif et tel que M + a soit supérieur à un certain 
nombre positif N. Puisque le domaine T est limité, on peut trouver un 
nombre positif L tel que le module de x reste inférieur à L en tout 
point de T. Prenons alors pour « un nombre compris entre o et Ne", 
Toutes les conditions voulues seront remplies. Le problème de Dirichlet 
généralisé comporte donc au plus une solution si le coefficient f de l'équa- 
tion linéaire ne devient négatif en aucun point du domaine envisage. 
Par exemple, l'équation 
OV AV OV _ 


Na FOG, +c =? 


rentre dans la catégorie précédente, quel que soit T. L’équation 


; OV OV ve, =) 2 -2 - 2 2 7 , 
WW aa toy +o st + y?+ 3?—1) [5+ 2—(27°+ 97)] V+ 9 


appartient au méme type, pourvu que la surface S soit tracée dans 
l’espace compris entre la sphère 


r+ y+ 3—1 
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et le paraboloide de révolution 
S+2=—2°+ y?, 
espace qui est illimité. 
Prenons encore, dans un nouvel exemple, 

N=—(er+By+ys). 

a, GB, y désignant des constantes. L’inegalite à réaliser est 
+ fBt+yt<aa+ bp +cy + f. 

Voici une application. Soit 

a—=ß=y=I1, E> 3. 
L’équation 

OV OV OV 


—_ ane ur _rys 
AV+ age tog tr gr (a+b+c)]V+9 


appartient au type signalé. Remarquons que le coefficient qui joue le rôle 
de f y peut avoir un signe quelconque. 

Il serait facile de multiplier les exemples de ce genre. Contentons- 
nous de noter que l’on procède toujours par réduction de l’équation à 
la forme canonique caractérisée par l’inégalité / > o. 

Dans ce qui précède, je n’ai fait aucune hypothèse sur a, b, c. 
Voyons maintenant ce qui se passe si 


a dx +bdy + cd: 
est une différentielle exacte du. Soit 
=F, 
2 
Il vient 
_[ı/da db  de\ a+birc 
Si l’on a, en tout point de T, 


2 2 2 
(5 ob =) a+b’+c +f>o, 


Ox Oy 0: 4 
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on est assuré que le probleme de Dinchlet generalise comporte au plus une 
solution. 

Lorsque a, 6, c sont les dérivées partielles d’une même fonction, on 
voit que l'équation linéaire peut toujours être ramenée à la forme 
canonique 

AV = fV + 9. 

Convenons de désigner l’équation dans ce cas par le nom d’éguation 
linéaire réducuble. Cette équation est spécialement importante pour la 
Physique mathématique. Aussi vais-je en faire une étude particulière, 
toujours au point de vue de la détermination unique d’une intégrale 
continue par ses valeurs sur une surface fermée, mais en ne faisant 
plus sur / aucune hypothèse de signe. 


12. C'est à M. Picard que l’on doit les premiers résultats rela- 
tifs à la question qui va nous occuper. Dans un Mémoire inséré en 
1890, au Journal de Mathématiques, ce géomètre a énoncé un théorème 
d'après lequel le probleme de Dirichlet généralisé comporte au plus 
une solution si la surface S s’ecarte suffisamment peu d'un des points de 
l'espace. Un second Mémoire du même auteur (Journal de Mathema- 
tiques, 1896) est venu compléter le premier : il suffit que le volume 
du domaine T soit assez petit. Nous retrouverons ces deux propositions. 
Mais la méthode de M. Paraf nous permettra, en outre, de bien voir 
que la seule condition nécessaire est une certaine petitesse du domaine T 
et de fixer le sens précis qu’il faut attribuer à cette expression. 

Pour plus de simplicité, je supposerai les coefficients / et o de 
l'équation réduite continus ainsi que leurs dérivées dans tout l’espace. 
Je chercherai, dans ces conditions, comment on peut choisir le 
domaine T de façon que le probleme de Dirichlet généralisé comporte 
au plus une solution. Il va de soi que, si f et o n’etaient définis que 
dans une région R, une premiere condition imposée au domaine T 
serait d’être contenu dans R. 

Soit L une limite supérieure de |/|. Tout revient à trouver une 
fonction continue À vérifiant les conditions 


A>o, AA + LA=0, 


dans T et sur S. Cherchons, de diverses manières, à calculer À. 
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Soient «, B, y les cosinus directeurs d’une direction dans l’espace. 

Prenons 
A=sin[VL(exr+ By + ys—9)]. 

Toutes les conditions voulues seront remplies en choisissant à de 
façon que l’on ait, en tout point de T, 
Tr 
VL 

Donc, le probleme de Dirichlet généralisé comporte au plus une solution 
st la surface S est comprise entre deux plans parallèles dont l'écartement 
T 

| VL 
assignée. | 

Prenons encore un autre exemple. Soit 


o<ar+By+ys—d< 


n'excède pas —-- Dans ce cas, le volume de T peut dépasser toute limite 


P=(r— to} + (¥ — Jo)? + (3 — 5) 
et 
à — sinvL (p — R) 
p 


R étant une constante arbitraire et (x,, Yo, 3.) les coordonnées d’un 
point quelconque de l’espace. Toutes les conditions prescrites seront 


remplies si l'on a 
T 


VL 
Donc, iw n'y a qu’une solution possible du probleme de Dirichlet gene- 


ralisé si le domaine T peut être placé tout entier entre deux sphères con- 
centriques limitant une couche sphérique dont l'épaisseur ne surpasse 


p>R, p<R-+ 


pas T Un cas particulier est celui où T est contenu dans une sphere de 


rayon —- Ici, de nouveau, le domaine T peut s'éloigner autant qu’on 


VL 
veut d’un point quelconque et avoir un volume arbitraire. 
Il serait aisé de multiplier sans fin ces exemples, par lesquels on 
voit ce que signifie la condition de petitesse imposée au domaine T. 
Cherchons maintenant des théorèmes plus généraux et voyons qu’une 
condition suffisante est que Le volume du domaine T ne dépasse pas une 
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certaine limite. Calculons A par une méthode d’approximations succes- 


sives. Soit 
A=A + LA, + L2A.4+...+L/A;+.... 


Partons de A, = 1. Il vient 
AA; + zo, 
pour les valeurs entières de l’indice & depuis 1 jusqu'à l'infini. Soit 
dz un élément d'un volume T, un peu plus grand que T. Appelons 


x, y’, 3’ les coordonnées du centre de gravité de dt; 
A, la valeur de A, en (x’, y’, 2’); 
r la distance du point courant (x, y, 5) au point (x’, y’, 2’). 


On peut prendre 


IL dr (c= 1,2,3,4,...). 


Les A; peuvent étre ainsi calculés de proche en proche; ils sont tous 
positifs, et ce sont les potentiels newtoniens de certaines distributions 
continues de matière attirante à l’intérieur du domaine T,. On peut 
assigner un nombre positif g tel que 


An Jr 7 


en tout point de T,. On a alors 
Ao=!, M<g, Ar< g”, .., ix gi, 


Donc, la série 
2); L' 
est absolument et uniformément convergente dans T, si Lg est infé- 
rieur à 1. Dans ce cas, comme chacun de ses termes est une fonction 
continue de (x, y, z), sa somme À est aussi une fonction continue des 
mêmes variables. On peut donc former l'intégrale 
I Li’ 


An r dt 3 
rn (Te) 


l'accent désignant la substitution des variables (x’, y’, 3’) aux va- 
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riables (a, y, 2). Écrivons , 


S,H=htldı +... + Lid, 
Ravi = Lian: 
A= 5,4 + Rass. 


La difference bien déterminée 


! 
1 1 Le 
Ar (To) r 
devient 
I LR, ,, 
er“ 


si l’on tient compte de la definition des À;. Or, on peut choisir 7 assez 
grand pour que, € étant un nombre positif donné 4l’avance aussi petit 
qu’on veut, on ait, quels que soient (x, y,3), les inégalités simul- 
tanées 
Rai <=) Riu: 
2 2 


Cela entraine 


I LR,,., € € 

im fh, nr a<lLr,<; 
D'où 

L ) I LA! 

= 0 nd nd 


dr 
At Ta 7 


<< E. 





Mais le premier membre de cette inégalité est une quantité bien 


déterminée. On a donc 
\ =), + _ LA de. 
ET Jr, ! 
Il résulte de 1a, d’après les propriétés bien connues des potentiels 
newtoniens, l’existence et la continuité des dérivées de tous les ordres 


de A, ainsi que la relation 
AK+LA=o — dans Ty. 
Nous avons donc réussi à calculer A. On sait la conclusion qui en 


découle. 
Calculons g. Si f, et /, sont deux fonctions intégrables ainsi que 
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leurs carrés, si « et 8 sont deux paramatres réels, on a 


f (af, + Bfr)*de>o, 


(To) 


quels que soient (a, 8), c’est-à-dire 


of fide+r 208 hir | ftdr>do. 
(To) 


(To) (To) 


En appliquant à ce trinome en (a, 8) la règle élémentaire relative 
au discriminant d’une forme quadratique binaire définie et positive, 
on trouve 


| [And] < Sid Sid:. 


(Te) (To) 


Il est à remarquer que cette inégalité, dite inegalite de Schwarz, n'est 
qu'une généralisation de l’inégalité bien simple 


(Zab)t'< ato! 


qu'on déduit sans peine de l’identite de Lagrange. Nous en ferons sou- 
vent usage. Dès à présent, nous voyons que 


I { =] I [ dt 
—— — | <—— — dr. 
5% | To | LOT Jn? ls 
d 
J m <4ni, 
(Te) 


l'étant la plus grande dimension de T,, c’est-à-dire la plus grande 
distance de deux points de ce domaine. On a donc 


Or,ona 


I Ur t _ 
7,7. — = l V T , 
Ar Te r < V 0 


Var 


en désignant aussi par la lettre T, le volume du domaine T,. On peut 
donc poser 
VER, 


N 
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Finalement, si 
LA 
4T 
I<pr 


le probleme de Dirichlet generalise ne comporte certainement qu'une seule 
solution pour tout domaine T contenu dans le domaine T,. 

J’arréterai là l’étude des équations linéaires. On voit la multiplicité 
des cas que l’on peut distinguer et la marche uniforme qu'il faut 
suivre pour les traiter. L’équation doit toujours être ramenée, sans 
cesser d’appartenir à la classe des équations réductibles, au type 
simple pour lequel le coefficient / est positif. Ces résultats ne sont pas 
bien nouveaux; sauf de légères modifications, ils sont dus, pour le 
fond, à M. Picard et, pour la forme, à M. Paraf. Mais je devais les 
exposer, parce que le raisonnement qui les démontre reparaitra conti- 
nuellement dans la suite. | 


13. Je finirai ce Chapitre par l'examen d’un cas simple relatif à 
l'équation non linéaire 


a __ y eV eV AV 
AV— (2,72, V, 5 oy’ =)’ 


plus générale que l'équation de Fourier. 

Soient V, et V, deux intégrales de l'équation précédente remplis- 
sant les conditions de continuité fondamentales et prenant les mêmes 
valeurs sur S. Je considère leur différence | 


V — V, — V, 


el j'ai a voir sous quelles conditions cette difference V ne peut pas 
avoir, par exemple, de maximum positif. 

Soient 2, Yo, 30 les coordonnées du point M, de T en lequel V 
aurait un maximum positif. En ce point, les relations suivantes se- 
raient vérifiées 


ov av av 


1 — _— — 2 — < 
V>o, 95 dy = 0, = =0, AV £o, 


comme nous l'avons déjà vu (n° 11). D'ailleurs, on aurait aussi en M, 








dV, OV, OV . OV, OV Ws) 
FT — ” 21 | ı\_ zV 712 ur? 2\, 
AY = (ons Or’ Oy’ =) (er Vs, dr’ oy’ Os, 
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Posons 
OV OV OV 


uU) = 7 vo 


Ox 
et supposons que les dérivées 


of of of af 
du’ ov dw av 


existent et soient continues, comme /, pour toutes les valeurs de 
(x, 7,23, V,u,v,w). Appelons 


U, & n, & 
des quantités respectivement comprises entre 


V OV, OV, OV, 
19 pr’ Oy’ Is 


et 
v, Va, Va, Vs 
”» dx dy’ oz 
pour 
TL = Lo Y = Jo 3 = 30. 


On a, par la formule des accroissements finis, 


OV of Va a 


Ox du (x, y, 3, U, Ë,n, +5 


V 
+5 L (a, y, 2, 0,500 + Xe y, 5, U, Ë,n,6) 


AV — Jr 5 U, ë,n, 6) 


pour 
L=%y, =) 3 — dy 


Un raisonnement déjà fait (n° 41) montre encore ici l’impossibilite 
d’un maximum positif ou d’un minimum négatif de V en tout point M, 
deT, si l’on a, pour toutes les valeurs admissibles de (x, y, 3, V, u, 9, sv), 
l'inégalité 
of 
N° 


Donc le problème de Dirichlet généralisé comporte au plus une solution st 
la fonction f est croissante avec V. 
Un changement bien simple de la fonction inconnue permettrait de 
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pousser plus loin la discussion, toujours par les mêmes procédés. Mais 
je m’en tiendrai à ce cas. C’est, en effet, précisément celui que l’on 
rencontre dans la théorie de la chaleur. 


II. — L’équation linéaire réductible. — Etablissement de quelques lemmes. 
— Théorème de Harnack généralisé. — Réduction du problème à une 
forme simple. 


14. L’equation aux dérivées partielles du second ordre que j'ai 
nommée l'équation linéaire reductible est de la forme 


OV OV OV 
a, b, c étant lies à une certaine fonction uniforme u(x, y, =) par les 


relations 


Ce type d’équation présente un intérêt spécial, au point de vue des 
applications parce qu'on le rencontre constamment en Physique, au 
point de vue de l'Analyse parce qu'il peut être ramené à une forme 
canonique très simple qui le caractérise. 

Sous quelles conditions une intégrale continue de l'équation prece- 
dente est-elle déterminée sans ambiguïté par les valeurs qu’elle prend 
sur une surface fermée? Il suffit que la fonction donnée / reste tou- 
jours positive à l’intérieur du domaine envisagé. Nous supposerons 
dorénavant, comme nous en avons le droit, cette circonstance réalisée, 
au besoin par un calcul préalable (Chap. I). 

Le problème de Dirichlet généralisé ne peut pas recevoir deux solu- 
tions distinctes : c’est entendu, c'est du moins le cas où nous nous 
placons. Mais cette unique solution possible existe-t-elle effective- 
ment toujours? C'est à quoi nous allons répondre par un théorème 
d'existence. Ici va nous servir cette méthode du balayage, donnée par 
M. Poincaré pour l’équation de Laplace, mais dont je veux montrer la 
généralité. 

La méthode du balayage fut exposée pour la première fois par 
M. Poincaré dans une Note insérée aux Comptes rendus des séances de 
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l’Académie des Sciences ('): elle ne s’appliquait alors qu'à la resolu- 
tion du probleme de l'équilibre électrique sur un conducteur isolé 
dans l'espace. Un peu plus tard, M. Poincaré le mit sous une forme 
qui lui permit de traiter complètement le problème de Dirichlet (?). 
Puis M. Paraf (*) indiqua les modifications importantes que deman- 
dait l'emploi de la même méthode dans le plan. Voyons maintenant ce 
que je me suis proposé de faire. 

Le principal avantage signalé par M. Poincaré dans sa nouvelle mé- 
thode est qu’elle fournit une démonstration du principe de Dirichlet 
directement valable pour tous les cas. Suivant la même voie, je mon- 
trerai qu'une certaine transformation dans le point de départ du rai- 
sonnement confère à la méthode un caractère plus général encore : 
plus n’est besoin de faire appel aux propriétés trop particulières des 
potentiels newtonien ou logarithmique, aucune différence ne sépare 
les cas de l’espace et du plan : le principe de Dirichlet simple et le 
principe de Dirichlet généralisé s’etablissent concurremment. J'ajoute 
que, ayant réduit la méthode du balayage à ce qu’elle a d’essentiel et 
de fondamental, celle-ci se trouvera toute prête à recevoir les généra- 
lisations que nous lui ferons subir, pour des problèmes très différents 
de ceux qui nous occupent en ce moment, dans la troisième Partie 
de ce Mémoire. Tels sont les motifs qui me portent à publier mes 
recherches, bien qu'elles ne procurent aucun résultat positif nou- 
veau. 


15. Je suppose connus les éléments de la théorie des fonctions har- 
moniques et de la théorie des fonctions de Green. Je rappelle seule- 
ment les énoncés de quelques théorèmes devenus classiques : on 
trouvera les démonstrations dans tous les Traités (*). 


OS 


(1) H. Poincaré, Sur le problème de la distribution electrique (Comptes rendus, 1887 ). 

(2) H. Poincare, Sur les équations aux dérivées partielles de la Physique mathéma- 
tique (American Journal, t. XIE; 1890). — Foir aussi : Theorie du potenticl n: wtonien. 
Paris, Carré; 1897. 

(3) A. Parar, Sur le probleme de Dirichlet et son extension au cas de l’equation 
linéaire générale, Chapitre I ( danales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1892). — 
Voir aussi : E. PicanD, Traité d'Analyse, Tome Il, Chapitre IV. 

(+) Voir par exemple : E. Pıcarp, 7raité d'Analyse, Tomes I et H. — H. Poixcané, 
Théorie du potentiel newtonien. 
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Il est facile de former la fonction de Green relative à une sphère 2 
et à un point situé à l’intérieur de celle-ci. Sorent 


R le rayon de la sphère; 

(2x’, y’, 3’) les coordonnées courantes; 

(x, y, 3) celles du pôle; 

(æ,,Y:,3,) celles du point conjugué harmonique principal du pôle 
par rapport à la sphère; 

p la distance du centre au pôle; 

retr’ les distances respectives du point courant au pôle et à son con- 
jugue. 


Ona 


, 1 R 
GG= - — —; 
r pr 


G étant la fonction de Green : c’est une fonction de x, y, 3, x’, y’, 3’. 
Si l'on appelle de un élément de la surface de la sphère 2, et 
(x’, y’, 3’) les coordonnées du centre de gravité de ds, la fonction 


1 (R?— p!)® 
ARR ©) r? 








V(xz, 1,23) = do, 


ou bien 


I dG 
V — Gn 2 an, ds, 


, aG oe , a ’ , , ~ , 
en désignant par dn, la dérivée de G par rapport à (2’, y’, 5’), suivant 


la normale intérieure a Z, est la fonction harmonique qui prend sur & 
les valeurs ® : le probleme de Dirichlet est ainsi résolu pour le cas de 
la sphere ('). 

On déduit de là sans peine qu’une fonction harmonique dans un 
domaine ne peut avoir ni maximum ni minimum dans ce domaine, 
et que c’est, par conséquent, sur la frontière qu'elle atteint sa plus 
grande et sa plus petite valeur. 


— ———_——— 


(') E. Picanp, Traité d’Analyse, Tome I, Chapitre VI, $ I. — H. Poincaré, Théorie 
du potentiel newtonien, Chapitre V. 
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Considerons encore le probleme (') 


AV +9=0, 





Vs=o. 


La solution est, en appelant © le volume limité par 2, 


v= al o(z’, y’, 3')G(az,y, 5, 2', y', 5’) dx'dy'ds'. 


An Fs) 
L'inégalité 
[pl< a 
entraine l'inégalité 
a 
IVI<a m 


La fonction V a des derivees des deux premiers ordres et remplit 
toutes les conditions prescrites, pourvu que la fonction donnée 9 soit 
continue dans © et sur Z et possède des dérivées partielles du premier 
ordre finies et continues dans tout domaine @’ intérieur à ©. 

Soit enfin une série de fonctions V; harmoniques dans un domaine 
de forme quelconque. Les propositions que je viens de rappeler per- 
mettent de démontrer le double théorème suivant : 


1° ..... St la série V, est uniformément convergente dans le domaine 
envisagé, elle a pour somme une fonction harmonique dans ce même do- 
maine. 
29 sn. St les fonctions V; sont toutes positives dans le domaine envi- 
sage et st la série qu'elles forment est convergente en un point de ce 
domaine, ladite serie est uniformément convergente dans tout domaine 
intérieur au domaine en question. 


On donne généralement à cette double proposition le nom de Theo- 
rème de Harnack (*). 


16. On connait les fonctions spheriques ou fonctions de Laplace dési- 
gnées d'ordinaire par la notation Y,. M. Picard (?) a montré qu’étant 


(!) Voir le Mémoire déjà cité de M. Parar, Chap. II. 
(?) E. Picanv, Traité d’ Analyse, t. Il, Chap. Il, § 1. 
(3) E. Pıcarp, Traité d’ Analyse, t. 1, Chap. IX, § 4. 
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donnée une fonction continue quelconque des angles 9 et }, en même 
temps qu’un nombre positif e si petit qu’il soit, on peut toujours trou- 
ver une suite limitée de fonctions sphériques 


Yo. Vis Yan... Yop 
d'ordres respectifs 
O0, 1, 2, ..., Ds 


telles que la somme 
Y+Yı+Y+...+Y, 


représente la fonction considérée à moins de € pres. 
Appelons ®(0, 4) une fonction continue quelconque définie sur une 


sphère. Soit 
Ei, Es, Es; see, En 


une suite de nombres positifs décroissants ayant zéro pour limite ct 
formant les termes successifs d’une série convergente. 
Soit | | 
= YO + YO +... Ve, 
une somme de fonctions sphériques telle que 
| D — S; | < &;. 


La considération des sommes S; va nous permettre de résoudre le 
problème de Dirichlet pour l’espace compris entre deux sphères con- 
centriques de rayons R et R'(R'<R). 

Remarquons d’abord que l'on peut écrire 


P—S,+(S, —S,) +(S—S) +... + (Si — Si) +..., 


et que ® se trouve ainsi développé en série absolument et uniformé- 
ment convergente dont chaque terme est une somme de fonctions sphé- 
riques. Ona — 
| Si — S; | << Ey + Ej+1 L'2E; 
évidemment. 
Soient & et Z’ les deux spheres concentriques, R et R’ leurs rayons. 
(2,9, Ÿ) les coordonnées polaires d’un point de la couche sphérique 


R'<p<R. 


Nous voulons trouver une fonction V(», 6,4) harmonique dans l’es- 
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pace © compris entre les spheres, se réduisant sur & et 2’ à deux fonc- 
tions continues de 9 et Ÿ respectivement données ® et ®’. Supposons 


d'abord que l'on ait 


®—Y,+ Y,+Y,+...+ Y, 
el 
®’—Y,+Y,+Y,+...+Y,- 


La fonction 


est harmonique dans © et se réduit à 1 sur Z et à o sur LY’. 
De méme 


est harmonique et se réduit à 1 sur 2’ et à o sur £. On voit encore que 


les fonctions 
(5) ( 


[2 
R 


TR \ mst RW’ 
Geet 


wo 
— 
= 





et 


ITS 
2 | 2 
> 
= 
+ 

| 
ITS 


p 
R’ 
RN +! R \“ 
(x) - Ge 
sont harmoniques et se réduisent la première à o sur Let à Y, sur X, 


la seconde à Y,, sur Z et à o sur Z. 
L'expression 


| Yin — Em Yin 


V=f,Yo+ 8, Yi +...+&,Y>, 
+ Es Yo + E Y, +. ee + Ep Yy 
donne dans ce cas la solution cherchée : la vérification ne soulève au- 


cune difficulté. 
Cela posé, si ® et ®’ sont deux fonctions continues quelconques, 
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nous savons que l’on peut toujours écrire 


®—@,+ 0,+...4+ 0;+4+..., 
o'— 9,4 O,+...4+0;4+..., 


les séries étant absolument et uniformément convergentes. Chaque 
terme (®,, ®.) est de la forme que nous venons de considérer. Nous 
savons donc construire une fonction harmonique V; qui se réduit à ®, 
sur Det à D: sur. Alors la série 


V=V,+V.t+...+Vi;+..., 


en vertu du théorème de Harnack, est absolument et uniformément 
convergente et représente une fonction harmonique : sa somme V ré- 
sout le probleme de Dirichlet pour l’espace compris entre les deux 
spheres concentriques. 

Cela fait, l'existence de la fonction de Green relative à une couche 
sphérique et à un pôle situé dans cette couche se trouve établie. 
Toutes les propositions rappelées au n° 15 concernant la sphère 
s'étendent ainsi d'elles-mêmes au nouveau cas que nous venons d’exa- 
miner. 

Finalement on voit que des procédés élémentaires permettent 
d'achever la théorie des fonctions harmoniques et celle des fonctions 
de Green, lorsque le domaine envisagé est formé par l’espace compris 
soit à l'intérieur d'une sphère, soit entre deux sphères concentriques. 
Ce n’est que dans cette hypothèse que je supposerai dorénavant le 
principe de Dirichlet établi. 


17. Arrivons au principal objet de ce Chapitre : da resolution du pro- 
blème de Dirichlet généralisé en ce qui concerne l'équation linéaire réduc- 
tible. Je me bornerai dans le présent paragraphe à la considération 
d'un domaine T limité par une sphère S de rayon R. Nous avons 

7 T 
AV + a & + 055 +o =fV+9, 
Vs=@9. 
Posons 


__1fda Ob dc a+ bi+ c! 
ne (+ +5) + 7 


Il vient 
AV,=f,V,+o9,...dansT, 


V,.—@®, ... sur S, 


et, pour connaitre V, il suffit de calculer V,. 
Soit W la fonction harmonique qui prend sur S les valeurs ®, : nous 
savons la déterminer. Posons 


V,—W+U 


avec 
AU =/f,U+/,W-+ 9, 
Us= . 


Tout revient à obtenir U. Finalement, changeons de notation de la 
facon suivante : 
fa Ji Pa= fi W + 9, 
On a 
AU — f/f, U + 9, 
| Us =o. 


On remarquera que la fonction connue 9, est continue dans toute la 
sphere, mais que ses dérivées partielles, comme celles de W, peuvent 
cesser d’être finies sur S : cela ne nous génera pas. 

Cherchons à construire une fonction U satisfaisant aux conditions 
de continuité fondamentales et vérifiant les relations 


AU=éf,U + 9,, 
Us =0, 


& étant une constante quelconque. En faisant ensuite 


E=1, 


nous aurons la fonction U qui résout le probleme que nous nous étions 
posé tout d’abord. 

Considérons U comme une fonction de & et cherchons à développer 
cette fonction en série entière, ordonnée suivant les puissances crois- 
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santes de 5. Posons donc 
U=U,+&U,+ EU; +...+EU; +... 


Nous sommes ainsi conduits à employer la methode des approxima- 
ons successives de M. Picard 


Sachant résoudre le problème de Dirichlet ct former la fonction 
de Green pour le cas où le domaine T est une sphère, on sait faire les 
approximations précédentes. Il est donc possible de calculer de proche 


en proche les fonctions U;. On a 


I 
U.=—— | 9,Gadr 
° Er Jr * 
et 
I ' , 
U;= — An J: U;_, Gdr, 


(T) 


en appelant G la fonction de Green de pôle (x, y, 3) et en posant 


dt —dzx'dy'dz, 
Ps = 9,(2"’, y’, 3"), 
Jı = fı(x2',y',3'), 
U_,=U-.(z', y',2'). 
Soit 
iJ St <8 3 WI<L Iel<a 


On sait que l’on peut prendre 
R? 
86 


On conclut d’un lemme rappelé plus haut (n° 15) : 


[Ul<ee, [U|<g'aL, [U,| <g°aL?, coy Ul<g't'aLl‘, 
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La série 
U = LEU, 


est donc absolument et uniformément convergente dans T, si l’on a 


I 
[ET < zL’ 
c’est-a-dire 


El< po 


R’L 
Dans ce cas, U est une fonction de (x, y, 5) définie et continue en 
tout point de T: cette fonction s’annule sur S. 
Cela posé, nous pouvons former l'intégrale (' ) 


! ' ny 
ia J (5 + EAU Ga 


En vertu de la définition de G et des propriétés bien connues du 
potentiel newtonien d’un volume attirant, la somme 


I ' ry 
Ut za f (+ EU) Gat 


est une fonction de (x, y, 3) continue ct bien déterminée dans T. 
Soit 

S,= U+EU, +EU, +...+EU,, 

U=S,+R,. 





Donnons-nous un nombre positif e aussi petit qu’il nous plaira. On 
peut choisir r assez grand pour que les inégalités 


IRa| <3 
, E 
[Er U,|< 3? 


soient assurées, quels que soient (x, y, 3), dès que n’ est supérieur 


(1) Les lettres accentuées désignent, dans tout ce qui suit, les mêmes fonctions que 
les lettres ordinaires correspondantes, mais après remplacement de (zx, 7,3) par (x',7", 2’). 
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an. On a alors 
€ € 
<|ë]Lg 3 < 3? 








I n’+ ' 1, d 
TA f{UyGde 


I 
— Ef SR, Gadt 
Pa J es, 


Ella <i. 


€ _€ 
<ELS 3 < 5» 








puisque 


Choisissons alors un nombre 7, supérieur a r. On peut écrire 


U + = (p,+EfiU)Gdr—R,.+ = uf Un Gdr + | Ef{ Ry, Gdr, 
£ T 


(T) (T) an (D) 
en vertu des formules qui servent à calculer de proche en proche 
les U,. D'où 


Ur (o+ES'U)Gd|<e. 
ET Jr, 





Or, le premier membre de cette inégalité est bien déterminé; le second 
est arbitraire; donc . 
U=- 7 (Pt LUG ae 

Reportons-nous enfin aux propositions énoncées au n° 15 et appli- 
quons les résultats de la théorie du potentiel newtonien. On peut 
énoncer les théoremes suivants : 

1° Les fonctions o,, f,, U’ sont continues dans toute la sphère T. 
Donc U a des dérivées partielles du premier ordre, finies et continues dans 
tout domaine T' intérieur a T. 

2° Les fonctions 9,, f,, U’ ont, par rapport à (=, y’, 2’), des déri- 
vées partielles du premier ordre continues dans tout domaine T’ inté- 
rieur à T. Donc Ua, par rapport a (x, y,2z), des dérivées partielles du 
second ordre, finies et continues dans les mêmes conditions. 

3° Si o, et f, ont des dérivées partielles continues jusqu’à l’ordre p, 
U en a jusqu’à l’ordre p +1. En particulier, st 9, et f, ont des dérivées 
partielles de tous les ordres, U en a aussi. 


4° Enfin on a 
AU — E faU + 9.2, 


en vertu de l’équation de Poisson. 
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En résumé, la fonction U résout le problème proposé. 
Nous n’avons rencontré qu’une seule condition de possibilité 


LE] LR? < 6. 


Si Rest quelconque, elle exige que |£| ne dépasse pas une certaine 
limite. Si & est quelconque, c’est au contraire R qui doit rester infé- 
rieur à une limite assignable. En particulier, faisons § = 1. Le problème 
de Dirichlet généralisé est résolu pour le cas d’une sphère dont le rayon 


vérifie l'inégalité 
6 
R < vi . 


Ce resultat nous sera tres utile dans la suite. 

Considerons, pour terminer, le cas d’un domaine T de forme quel- 
conque. Supposons que l’on sache construire la fonction de Green G 
relative à ce domaine et à un point intérieur. Tous les raisonnements 
précédents pourront alors étre faits dans ce nouveau cas et la conclu- 
sion restera la même. Il est d’ailleurs facile de voir alors ce que serait 
le nombre g. Ona 


Nous avons vu (n° 12) que l’on peut prendre 


VA 
= Ve 
La condition de possibilité serait donc 
Qn 
T< TL’ 


Elle serait remplie pour tout domaine de volume suffisamment petit. 
Mais c’est un potnt sur lequel nous n’insisterons pas et dont nous ne 
nous servirons pas, parce que son emploi nous obligerait à supposer 
le probleme de Dirichlet résolu pour un domaine quelconque. 

Il y a toutefois un cas particulier qui nous intéresse : c’est celui où 
le domaine T est formé par l’espace compris entre deux sphères con- 
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centriques de rayons R et R’ (R’< R). Dans ce cas, on sait construire 
la fonction de Green. On a, du reste, 


I=aR, T=ir(R—R®). 


Le probleme de Dirichlet generalise est donc aussi resolu pour tout do- 
maine T limité par deux sphères concentriques telles que 


I I 
E<, DR?’ 





E étant l'épaisseur de la couche sphérique envisagée. 


18. Une méthode d'extension progressive, due à M. Picard ('), et 
imitée de la célebre méthode alternée de M. Schwarz, va nous permettre 
de passer, par un véritable prolongement analytique, du cas d’une 
petite sphère au cas d’une sphère de rayon arbitraire et du cas d’une 
couche sphérique mince au cas d’une couche sphérique d'épaisseur 
quelconque. 

Commençons par envisager une sphère S. Soit T une sphère concen- 
trique assez petite pour que le problème de Dirichlet généralisé puisse 
être résolu en ce qui la concerne au moyen des approximations suc- 
cessives définies dans le paragraphe précédent. Je veux montrer qu'il 
est toujours possible de tracer une sphère C concentrique à la sphère 
T, d’ailleurs extérieure à celle-ci, et telle que l’on sache résoudre le 
même probleme pour l’espace intérieur à C. J/ est clair que, si cela a 
lieu, on arrivera de la sorte, après un nombre limité d'opérations, à pos- 
séder la solution du probleme en question pour la sphère S elle-même. 
J'aurai besoin, dans ce qui va suivre, de considérer une sphère y con- 
centrique à S, intérieure à Let limitant avec C une couche sphérique 
assez mince pour que les approximations successives du n° 17 y soient 
convergentes : la sphere C devra être choisie en conséquence, et c’est 
la la seule condition restrictive à laquelle elle soit soumise. 

Un lemme est d'abord nécessaire. Soit V une fonction de (x, y, z) 
remplissant dans un domaine T les conditions de continuité fondamen- 


(1) E. Picarb, Journal de Mathématiques, 1896. 
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tales et vérifiant en tout point de ce domaine |’équation 


ov ov OV 
(1) Wag + + oo = f V. 





Nous supposons toujours la fonction / positive et non nulle. 

Alors un raisonnement déjà fait au n° 11 montre que V ne peutavoir 
ni maximum positif nt minimum négatif à l'intérieur de T. D'où les 
théorèmes suivants, que je me contente d’énoncer : 


1° Le maximum du module de V dans T est le même que le maximum 
du module de V sur S. 

2° Si toutes les valeurs prises par V sur S ont le même signe, toutes les 
valeurs de V dans T ont ce même signe. 


Cela posé, désignons par U une intégrale de notre équation prenant 
sur la frontière S de T la valeur ı et admettons pour l'instant l’exis- 
tence et la continuité d’une pareille intégrale. Il est manifeste que U 
ne pourra prendre en un point A situé à l'intérieur de T ni une valeur 
supérieure à 1 ni même la valeur 1. Si donc on pose 


Ua= VE 
U, désignant la valeur de U en À, on aura 
q<t 


l'égalité étant exclue. Appelons maintenant A une limite supérieure du 


module de V sur S. On a 
hU—V>o0, 


hAU+V>0, 
en vertu d’un lemme rappelé plus haut. D’oü 
IVal<Ag. 


Ainsi donc, la valeur de V en un point A quelconque situé dans T est 
inférieure en module au produit du module maximum de V sur S par un 
nombre plus petit que 1, qui ne dépend pas de l'ensemble des valeurs prises 
par\ sur S, mais qui varie avec le point À considéré. Cela suppose essen- 
tiellement f > o : nous savons (Chap. I) que l’on peut se borner à 
considérer ce cas. 
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Le théorème précédent est vrai quelle que soit la forme du domaine 
T. Mais il exige que l'on ait le droit d'affirmer l’existence de la fonc- 
tion U. Nous nous bornerons donc à l’admettre pour le cas où S est 
une sphère ou l’ensemble de deux sphères concentriques limitant un 
volume assez petit pour que les approximations successives du n° 17 y 
soient applicables. 

Cela posé, venons-en à notre méthode d'extension progressive et 
reprenons pour cela les notations définies plus haut. 

Soit ® la fonction périphérique donnée sur C. Nous savons par hypo- 
these former une intégrale continue de l'équation 


(2) AV + a + BOY 


OV 
Jz dy +o Os ~IV+% 


qui se réduise à 1 sur F. Appelons U, cette intégrale : U, prendra cer- 
taines valeurs sur y. Formons alors l'intégrale continue de l’équa- 
tion (2) qui prend sur C les valeurs ® et sur y les mémes valeurs 
que U, : par hypothèse encore, nous pouvons le faire. Appelons V, 
cette intégrale : V, prendra certaines valeurs sur I’ et remplira de plus 
les conditions de continuité fondamentales dans l’espace compris entre 
yet C. Considérons ensuite l'intégrale continue de (2) qui se réduit 
4V, surf: soit U,. Enfin continuons de la sorte indéfiniment. Nous 
obtiendrons deux suites de fonctions jouissant des propriétés de con- 
tinuité fondamentales : 

U, U, U, ..., Uy, ..., 

Vi, Vero Va cs Vip cess 


les premières U, définies et continues dans I, les autres V; définies et 
continues entre y et C. On a d'ailleurs 


Ü, =1, U;= Vi: sur T, 
V,= ®, V=® sur C, 
V, = U,, V= U, sur 7° 


Je vais démontrer la convergence des deux suites que nous venons 
de définir. 

Soit g le plus grand des nombres inférieurs à 1 correspondant au 
lemme préliminaire : 

1° Pour tous les points de y considérée comme sphère intérieure aT; 
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2° Pour tous les points de T considérée comme sphère intérieure a 
la couche sphérique (y, C). 
On a certainement 
g<ı. 
Cela etant, posons 


= Ui4,—U,, Pi Vin Vi. 
Chacune des fonctions u,, 9; vérifie l'équation (1). De plus, on a 


P;= 0 sur C, 


Appliquons alors notre lemme. Il vient 
max. de | #, | sur [<q x max. de |s,] sur y, 


et, par conséquent, 


max. de |»,| sur I! <q x max. de | u,| sur y. 


Or 
max. de | u,| sur y <q x max. de | «, | sur F. 
Par suite 
max. de |v,| sur l < g* x max. de | uv, | sur T. 
Mais on a 
max. de |», | sur PT = max. de | u,| sur T; 
d'où 


max. de | #,| sur T <g?x max. de | u,| sur FT. 
On trouve ainsi de proche en proche 


max. de | w;| sur Tl < g'ti-1) x max. de |u, | sur I. 


Mais 


max. de |«,| dans T = max. de | u,| sur I. 


Donc 
max. de | u;| dans T < g*{-1) x max. de | u,| sur F. 


Donc, on peut assigner un nombre positif N tel que 


max. de | w;| dans T< g?i-vN. 
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On conclut de là que la série 
Zu; 


est absolument et uniformément convergente dans l: elle définit dans 
ce champ une fonction continue u. Nous verrons dans un instant que 
l'on peut conclure de la que u jouit des propriétés de continuité fondamen- 
tales et vérifie la relation 


Ou du du _ 
ur rd. te = fu. 
La convergence de Ja suite U; vers une limite U est ainsi prouvée. 


Ona 
U=—U,+ 4u,+ ut uyt+...+ uj+..., 


série absolument et uniformément convergente à la façon d'une pro- 
gression géométrique décroissante de raison g?. Enfin U possède dans 
T les propriétés de continuité fondamentales et satisfait dans le même 
domaine à l'équation 

OÙ OU OU 


T us 2 = — . 
Hart fU+o 


Les relations 
°,=0 sur C, 
u; sur y 


permettent d'établir de même l’existence d’une limite V pour la suite 
V;. La fonction V possède entre y et C les propriétés de continuité fon- 
damentales et vérifie dans le même espace l’équation 

ov ov OV 


Wag tog +e gs HIN Te 


Enfin ona 


Tout cela est presque évident et nous allons en tirer la solution de 
notre probleme. 
Sur [et y, U et V prennent les mêmes valeurs. De plus, ces fonc- 
tions possèdent toutes deux les propriétés de continuité fondamentales 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Novemsuz 1897. 93 
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et verifient la même équation (2). On a d’ailleurs 


J> 0. 
Donc, 
U=V entreyetT, 
d’apres les théoremes du Chapitre I. Considérons alors une fonction W 
qui coincide avec U dans y, avec U=V entre y et I, avec V entre 
T et C. Cette fonction possède évidemment dans C les propriétés de 
continuité fondamentales et vérifie l'équation (2) en tout point du 
même domaine. Enfin W se réduit à ® sur C. Donc W résout le pro- 
blème de Dirichlet généralisé en ce qui concerne la sphère C. 

On voit comment une méthode de prolongement analytique nous a 
permis de passer de la solution du problème de Dirichlet pour la 
sphere F à la même solution pour la sphère un peu plus grande C. 
Rien n’empéche de recommencer les mémes calculs en faisant jouer 
cette fois à C le rôle de T et en prenant une sphere C’ un peu plus 
grande que C. Il est visible qu'au bout d'un nombre fini d’operations 
de cette espèce nous aurons la solution du problème de Dirichlet 
généralisé pour une sphère S quelconque. 

Si l'on supposait le principe de Dirichlet préalablement établi dans 
toute sa généralité, on pourrait employer la méthode précédente 
d'extension progressive pour démontrer le principe de Dirichlet gene- 
ralisé au sujet d’un domaine quelconque. Je ne le ferai pas. Mais il 
faut cependant remarquer que nos hypothèses fondamentales et les 
lemmes rappeles aux n° 16 et 17 nous autorisent à regarder comme 
résolu le problème de Dirichlet généralisé pour l’espace compris entre 
deux sphères concentriques d’ecartement arbitraire. 

Toutefois, j'ai laissé de côté la démonstration d’un théorème que je 
vais maintenant établir sous le nom de Théorème de Harnack generalise. 


19. Considérons l'équation réductible, linéaire et homogène 


ov evo 
AV aa tog He gs JV, 


adx + bdy + cdz= dy. 
Soient 
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une suite illimitée de fonctions possédant les propriétés de continuité 
fondamentales dans un domaine T limité par une surface fermée S et 
satisfaisant à l'équation précédente en tout point de ce même domaine. 
Appelons 


®,, ®,, ®,, sey ®,, 
les valeurs prises respectivement par ces fonctions sur le bord du 
domaine envisagé. Supposons enfin que la série 


26; 
soit uniformément convergente. Je dis alors que la série 
XV, 


sera, elle ausst, uniformément convergente, le champ de convergence 
étant T. 
En effet, posons 
®, ;=—=0;+ ®,,,+...+ 0,,,, 
Vig Vit Vier t...+ Vi, 


La fonction V, ; vérifiera, dans T, l'équation aux dérivées partielles et . 
prendra, sur S, les valeurs D, ;. Mais, par hypothèse, si e est un nombre 
positif donné à l'avance, quelque petit que soit ce nombre, on peut 
calculer une valeur z, de l’indice ¢ assez grande pour que l'inégalité 

isi, 
entraine l'inégalité 
[Di il<e, 
quel que soit 7. J'ajoute mème que la détermination de :, pour 
e donné ne dépend pas du point de la frontière S où l’on se place. 
Dans les mêmes conditions, on a 


[Vi yl< € 


en tout point de T, d'après un lemme vu plus haut; et la proposition 
annoncée se trouve ainsi démontrée. Posons 


D — Ib, V= 2 V. 


La fonction V est continue dans le domaine T et se réduit à ® sur S. 


420 ED. LE ROY. 


Etudions maintenant la série uniformément convergente 
V = ZV. 


Je dis que sa somme V possède dans T les proprietes de continuité fon- 
damentales et satisfait à l'équation aux dérivées partielles. 

On se rappelle que nous avons fait appel à ce théorème dans le para- 
graphe précédent. La preuve en est bien simple. 

Posons 

_E _# 
V=ze U, V=e 2U,, 
d'où 
U = ZU,, 

et la nouvelle série est uniformément convergente comme l'ancienne. 

On a, d’ailleurs, 


AU; — /, U;, 
| U; = ®, ;, 
si l’on écrit 
1 (da ob dc‘ a? + bt +c? 
| nal B +f) ate a, 
UL 
| D, ; =e? D. 


SoitQ une sphère quelconque tracée dans T. Désignons par W la 
fonction, harmonique dans Q, qui prend sur Q les mêmes valeurs 
que U et, d’une façon générale, par W; la fonction, harmonique 
dans Q, qui prend sur Q les mémes valeurs que U;. La série 


ZU, 


est uniformément convergente sur Q. Donc, en vertu des proprietes 
fondamentales des fonctions harmoniques et du théorème de Harnack - 


rappelé au n° 15, la serie 
ZW; 


est, elle aussi, uniformément convergente et a W pour somme. Cela 


étant, posons 
U = W + w, U,= Wit (ie 


On a 
| Aw;—/, m; +f; W,; dans Q, 
w= O sur Q, 
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d’où 
I ’ ? , [2 
w= — af (fiw + SW) G dr, 
(Q) 


G étant la fonction de Green relative à la sphère Det au point (x, y, z) 
intérieur à celle-ci et l'accent désignant la substitution à (x, y, z) de 
(x’, y'’,z'), coordonnées du centre de gravité de dt. La convergence 
uniforme des séries 

ZW, Liv; 


et les relations 
W—=2=W,, we Le, 


permettent alors d’écrire 


I 


PT — -— 
Ar (OQ) 


(fiw! + SIN!) Gdr. 


Une discussion toute semblable à celle du n° 17 fait enfin conclure 


de là que # jouit dans Q des propriétés de continuité fondamentales 
et vérifie l'équation 
Aw —/f,(w+W). 
Comme on a 
U=W + 0, AW — 0, 


on voit que 
AU=/ U dans Q, 


les proprietes de continuité fondamentales étant assurées. D’oü, en fin 
de compte, la conclusion annoncée pour V. Cette derniere conclusion 
est vraie de V à l’intérieur d'une sphere Q quelconque : elle est donc 
valable pour tout le domaine T. 

On peut encore donner une autre forme à la démonstration précé- 


dente. Soient 
Vi, V, V, very Vi, 


des fonctions continues formant une suite uniformément convergente 
dont la limite est une fonction V continue dans T. Il est supposé que 
chacune des fonctions V; remplit les conditions de continuité fonda- 
mentales et que l'on a 


AV, + aot! 4 pi 4 N 


dx Oy Cr = fVit @. 
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Prenons la sphere Q assez petite pour que les approximations succes- 
sives directes du n° 17 y soient applicables. On peut alors déterminer 
une fonction continue V’ vérifiant les relations 

ay oy pM OW pv ans 
AN rag, tt, +e =fV'+9 dans (2, 
| V'=v sur ©. 


Par hypothèse, il est encore possible de fixer z assez grand pour que 
l'on ait, en tout point de T et, par suite, de Q, 


IV—Vi< 
quelque petit que soit e. On a alors 


[V'—V;|<i, 
2 
d'où 
IW—Vi<e. 
Or les deux fonctions V et V’ sont bien déterminées. Par conséquent 
l'inégalité que nous venons d'écrire signifie 


V=V. 


Donc V, comme V’ qui lui est identique, possede les propriétés de 
continuité fondamentales et vérifie |’équation aux dérivées partielles. 
Cela a lieu dans Q, qui est quelconque, et par suite en tout point du 
domaine T. 

Je démontrerai encore un théorème appartenant au même ordre de 
questions : nous en verrons plus loin l'utilité. 

Considérons toujours le domaine T limité par la surface fermée S. 


Sort une série 
ZV; 


dont chaque terme est une fonction jouissant dans T des propriétés de 
continuité fondamentales, vérifiant l’equation 


eV, ,0V; OV, 
AVi +a ge + og He gs HSV: 


et restant toujours positive. Supposons la série convergente en tout 
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point de T, sa somme étant une fonction finie de (x, y, 3). Je dis alors 
que cette série est uniformément convergente dans tout domaine T' con- 
tenu dans T. En vertu d’un théoreme précédent, sa somme est par con- 
séquent une intégrale continue de l’equalion aux dérivées partielles 
dans le même domaine. 

En effet, posons comme plus haut 


'Talde dy as 4 ’ 


et soit 
[f1<L. 


Il suffit évidemment d'établir le théorème annoncé pour le cas d’une 
sphère Q quelconque située à l’intérieur de T. Nous pouvons même, 
sans inconvénient, faire l'hypothèse que le rayon R de cette sphère est 
inférieur à 


Posons 
u ayant la même signification que ci-dessus. On a 


AU; —/S,; U;. 
Les inégalités 
V‚> Qe U;>0 


sont simultanées. De plus, les séries 
ZV;, ZU; 


sont convergentes en même temps. Tout revient enfin à prouver notre 
théorème pour la seconde série. 


Calculons des fonctions continues W; par les formules suivantes : 


AW;+ LW;=0 dans %, 
W=U, sur ©. 


Il faut employer, pour cela, la méthode d’approximations successives 
du n° 17. Il vient 


W= WE + LW +L? Wi + LOW 
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d'où 
dans 2 AW! = 0, WwW’ =U, sur Q, 
dans Q AWS) WI =0, Wi=o © surQ, 


Ces approximations sont convergentes (n° 17) si l'on a 


6 
n/p 


ce qui a lieu ici. D'autre part, ona 


Wi’ > 0, Wi'>o, un Wwi’>o, any 
d’où 
W;>o. 
Posons 
Ti — in U, 

Il vient 

| At;+Lr;+(L+f)U;=o dans (, 
(1) 

| T:—=0 sur 2. 
On a 


L+fı>o, U;>0. 


Donc la méthode des approximations Successives, applicable au calcul 


de t;, montre que l’on a 
Ti > O. 


On est d’ailleurs assuré que ce procédé de calcul direct pour obtenir 
+, donne bien la même fonction que celle définie par l’égalité 
= W,— U,, 
car il n’y a certainement (n° 12) qu'une seule fonction remplissant les 
ee . . oe ss À ° + 
conditions (1) si le rayon de Q est inférieur à TL” ce qui est vrat Ici. 


On a donc 
U, <= W,. 


Nous sommes ramenés ainsi, en fin de compte, à démontrer la conver- 


©) 
Or 


SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. A 


gence uniforme de la série 
LW; 


dans une sphère Q quelconque intérieure à Q. Si nous y parvenons, 
le théorème que nous avons en vue sera établi. 
Occupons-nous désormais de la serie 2 W;. Soient 


x, y, 3 les coordonnées d’un point fixe situé à l’intérieur de Q’; 
‘ax’, y’, 5’ les coordonnées d’un point quelconque situé dans Q; 
r la distance qui sépare (x, y, z) de (x’, y',='). 


La fonction 
cosr VL 
r 
vérific l'équation 
AW +LW =o 


en tout point (x’, y’, 3’) distinct de (x, y, 3). Cette fonction est d’ail- 
leurs positive dans Q si l’on a 


2RVL < =, 


ce qui a lieu ici. Définissons enfin une fonction continue T par les 
relations 
AT+IT=o dans Q, 


Cela est possible, et l’on a 
r>o. 
Posons 
cosr/L 
r 


CG — —T. 
On vérifie aisément que G, qui dépend de (x, y, 5, 2’, y’, 5’), est une 
fonction tout à fait semblable à la fonction de Green de pôle (x, y, =). 


% 


. 9 e . e U o hd , d 
On admettra sans peine l'existence et la continuité de la dérivée Te 
i 


prise en un point de Q, par rapport à (2’, y’, 5’), dans la direction de 
la normale a Q vers le centre de cette sphere. Il serait, au reste, bien 
facile d’établir rigoureusement cette proposition : il suffirait pour 
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cela d'employer un mode de raisonnement qui sera expliqué plus 
loin (n° 23) et sur lequel, à cause de cela, je n'insiste pas pour le 
moment. 

Un théorème, indiqué par Kirchhoff comme une généralisation du 
théoreme de Green ('), permet maintenant d'écrire 

W;r,r,5) = —_ W i(2", 9", 31) 0 dw, 
“ AT (Q) . dn; 

do étant un élément de la surface de Q dont (2’, y’, 3’) est le centre 
de gravité. Remarquons que l’on a 





(=o sur Q, G>o dans, 
d’où 
dG 
dn; > °- 


Cette dernière fonction admet une limite supérieure A tant que (x, Y. =) 
reste à l’intérieur de Q’. On a alors 
W,< Al W,(2', y', 3!) du. 
in (Q) 


Or la serie 
= Wr’, y's 3’) — Ÿ U;(r’, y's 3’) 


a tous ses termes positifs et est convergente par hypothese. On peut, 
en outre, assigner un nombre B tel que 


Wi (2', y', 3’) + Wa ( 2’, y’, 3’) +... t+ W,(zx, y, 3’) <B, 


quel que soit n. On a, dans ces conditions, 


Wi(z',y!,3!) dw +... +f W,(2',7', 3') dw < B.47R?. 
(Q) (Q) 


Donc la série à termes purement numériques 


rf W (2. y', 3') dw 
(Q) 





(1) H Poincaré, Théorie mathématique de la lumière, ı. IT, p. 141. 
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est convergente. On déduit immédiatement de la la convergence unt- 
forme de la serie EW, dans Q'. Notre théoreme est ainsi démontré. 


20. Donnons, dès à présent, une application du théorème de Har- 
nack généralisé. ° 
Le probleme que nous voulons résoudre est le suivant : 


OV OV OV 





AV ag tO Hogs TIN +? dans T, 
Vs = D sur S. 
Posons 
V\-ULU+W 
avec 
. ow ow ow , | . 
AW + a +, + oO: = FM + 9 dans T, 
Ws=o sur 8 
et 


; OU OU OÙ ‚ 
Uran + re, a=fu dans T, 


C2 


Us = ® sur S. 


Il est clair que tout revient à calculer séparément U et W. 

La determination de W peut se ramener à la détermination d’une 
autre fonction définie de la même façon que U. Soit, en effet, Q 
une sphere contenant tout le domaine T à son intérieur. Les coeffi- 
cients (a,b,c, f,2) sont supposés définis dans cette sphere. Nous 
savons (n°® 17 et 18) construire une fonction W, vérifiant les rela- 
tions 


| aay OW, OW, OW, ag. | 
AW;+e de og gs FILM +? dans Q, 
W,=o sur ©. 
Posons alors 
W,-: WW. 
On doit avoir 
aw . OW, OW, | OW, ny m 
AW, + a + oT He, “SW, dans T, 


W.-W, sur S$. 
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4 
Nous voyons ainsi que tous les théorèmes d’existence que nous avons 
en vue seront démontrés des que nous aurons établi la possibilité de 
former une fonction V remplissant les conditions suivantes : 
NN N _ 
Ox vy Os 
Vs = sur 8. 


Sv dans T, 


Je me bornerai désormais à la considération de ce cas. 

Considérons encore la sphère Q. Soit W(x, y, =) une fonction con- 
tinue de (x, y, 5) prenant sur S les valeurs ® et définie en tout point 
de Q : quand on connait ®, on peut toujours, d’une infinité de ma- 
nieres, construire une pareille fonction W. Un théorème, démontré 
par M. Picard (') pour le cas de deux variables, mais évidemment 
général, va nous servir. 

D'après ce théorème, la fonction W continue dans Q peut toujours 
être développée en série 


V—P,+P,+P;+...+P;+..,, 


les conditions suivantes étant remplies : 
1° Chaque terme P; est un polynome entier en x, y, 2; 
2° Si 
bry Egy Eg we ey is ew wy 
sont des nombres positifs, décroissants, ayant zéro pour limite et tels 
que la serie Ze; soit convergente, on a 


[Pi |<, 


en tout point de Q, en sorte que la serie XP; est absolument et unifor- 
mément convergente dans le méme domaine. 

La seule hypothèse exigée est la continuité de W. 

Cela posé, admettons que l’on sache construire des fonctions V; sa- 


tisfaisant aux équations 


AV, +a is Ove 
Ox oy 


V;,=P, sur 8. 


C AL = f V; dans T. 


ee te Ou ce 


(1) E. Pıcınp, Traité d’ Analyse, t. I, p. 262. 
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On aura manifestement 
| V i | << ij. 
Donc la serie 
SV; 
sera absolument et uniformément convergente dans T. En vertu du 
théorème de Harnack généralisé, sa somme V vérifiera les relations 
. ov OV OV . 
AV+a— +b—+c¢—-—fV dans T 
tr t 
V‚=-® . sur S. 


Il est aisé de conclure de ce qui precede que nous pouvons desormais 
nous contenter de déterminer une intégrale continue de l'équation lineaire 
réductible prenant sur S les mêmes valeurs qu'un polynome P entier en 


(x,y,2). 


21. Dans le paragraphe précédent, nous avons dû supposer à un 
moment que les coefficients a, b, c, f, » de notre équation étaient dé- 
finis dans la sphère désignée par Q et bientôt il nous sera utile de 
regarder les mêmes coefficients comme présentant dans tout l’espace 
les caractères énumérés au n° 9. Je vais montrer que le cas général 
se ramène à celui-là. 

D'abord, si les conditions du n° 9 sont remplies dans une région R 
contenant le domaine T, comme les valeurs des coefficients dans T 
sont les seules qui nous intéressent, il est permis de concevoir que 
l’on change les définitions de a, b, c, f, de manière que les nouvelles 
fonctions coincident avec les anciennes dans T et remplissent en outre 
les conditions prescrites dans tout l’espace. N'ayant en vue qu'un théo- 
reme d'existence, il importe peu que nous nous bornions à apercevoir 
la possibilité de cette opération. Cependant je vais montrer comment 
on peut l’effectuer. 

Je me servirai pour cela de certains résultats connus relatifs au mou- 
vement de la chaleur dans un espace indéfini ('). 

On conçoit sans aucune difficulté la fonction (x, y,5), prolongée 
à l’extérieur de R, de manière à former une nouvelle fonction coinci- 


om 


(1) H. PoixcaRé, Théorie analytique de la propagation de la chaleur, Chap. 1X, n° 89. 
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dant dans T avec la premiere et restant continue dans tout l’espace. 
Posons 











_ tO + yy nt Hit 
Mz, 7,3) = [wen de de de dn dt, 


{723 p3 
Syne, 


ce qu'un changement des variables d'intégration conduit à écrire 
Mix, ¥,5,¢) = fre +aaVt.y +28Vt,s + 2yVt}e-a+8+yt da d3 dy, 
VT 


étant un paramètre arbitraire et les intégrations s'étendant dans les 
deux cas à l’espace entier. 

Regardons la première expression de M. On constate aisément que 
M est, dans tout l’espace, pour 2>o, une fonction de (x, y, 3) conti- 
nue ainsi que ses dérivées des divers ordres. Cela a lieu en particulier 
dans la sphere Q considérée au n° 20. 

Regardons maintenant la seconde expression de M et faisons tendre 
t vers zero, le point (x, y, 3) restant situé dans T ou sur S. On voit 


que 
OM OM OM M M M 


Ox’ oy’ 02" oye’ 5° 


M, 


tendent uniformément vers 
da Ob dc 
L, a, b, Cr, Ir’ dy’ ree 

Quant aux dérivées troisièmes de M, elles tendent uniformément 
vers les dérivées secondes de (a, 6. c), pourvu que le point (2, y,5) 
reste dans un domaine T’ intérieur a T. 

Faisons la mème opération avec fet 9. Les mêmes conclusions sont 
vraies, mutatis mutandis. Soient F(z, y,3,t) et (x,y, 5,2) les fonc- 
tions ainsi créées. On peut évidemment supposer la fonction / prolon- 
gée positive en tout point de l'espace : il en est alors de même de F pour 
(> 0. 

Cela posé, donnons à ¢ la valeur positive z,. Sotent (M;, F;, ®;) ce 
que deviennent (M, F, D). Supposons que l'on sache résoudre le pro- 
bleme de Dirichlet généralisé pour l'équation 
OM; OV OM; OV aM, OV 
dr Ox" dy dy ds Os 





AV + —F,V+ D, 


SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. A31 


Soit V, la solution prenant sur S des valeurs données U". 


Posons 
M, 
V; = e 2 U;, VW, = U; — U jae 
Il vient 
M; 
AU, = H, U;+ e?, dans T, 
M; 
U;=e? V sur S, 
si l’on pose 
He=tam+t SA) +k 
ioe 2 “YA, 4 (Sz tl 


On a encore 
M M,. 


AW, = WW, + (I, His) Cin et di e ? Bu 
dans T et 





Mj Mina 
wiler er) 
sur S. Ecrivons 
W274 % 
avec 
Mi Mist 
Az,;=H,7,... 9; =H9,+(H — His,) Ue, +e? ®, —e * Bu; 
s=W,... %6;=0;3 


les équations de la premiere ligne étant relatives aux points du do- 
maine T et celles de la seconde ligne aux points de la surface S. Soit 
enfin 

















Mi a: 
Ti=e?t;, ÿ; = e? 6. 
On trouve 
_ . OM; 07; OM, 07; OM; Ot; — op , 
MT Gr dx * dy dy ds az |" 
ag Ms 08; | OM, 96; OM; 09; 
iv Ox Ox Oy oy 05 03 
My Mi Mu 
== F;,9; + € | CH, — Hoes ) U + e? ®; — € À ®,, ‚| 
dans T et 
M, 
=e FW,  6,=0o 


sur S. 
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Designons par A une limite supérieure du module de la fonction 
donnée YU. On peut choisir les nombres décroissants et tendant vers 
zéro 


Lis Le, Las ... lis vey 


de façon que l'on ait 





< Eis 


le nombre positif e, étant le terme général d’une série convergente, 
M 


M [a 
puisque e* tend uniformément vers e? quand ¢ tend vers zéro et quand 
le point (x, y, z) ne sort pas de T. Alors on a 


le; |< ke,h, 
M; 
k étant une limite supérieure commune des quantités e *, car la fonc- 
tion F; est positive. Donc la série Z=: est absolument et uniformément 
convergente dansT. 
Les expressions 


tendent uniformément vers 


Ox Oy ds 





) b 24. b!+c! FE 
ae ee , 5 de 


D'autre part on peut assigner une limite inférieure « commune à 
toutes les quantités positives F; ct une limite supérieure 8 commune 
à toutes les quantités |®;|. Un raisonnement déjà fait (n° 11) montre 
alors que V; ne peut prendre aucune valeur dont le module dépasse 
A+ Ê. On peut donc assigner aux quantités |V;| et |U;| des limites 


supérieures indépendantes de l'indice z. On conclut de là que l'on peut 
réaliser par un choix convenable des ¢;, en même temps que l’inéga- 
lite relative à |+;|, celle-ci 


Le or H:—H;,,)U;,, + ee ®,— oF Gun) | < Er 


Cela conduit à affirmer, toujours par le raisonnement du n° 11, que 
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l'on a 
' €; 
9, |<-- 
a 


La série 29: est donc, elle aussi, absolument et uniformément con- 
vergente dans T. 


La convergence absolue et uniforme des series 27; et 20: entraine 
M 


celle des series Iz, et 20, puisque e* tend uniformément vers er. Alors 
la série ZW; est, elle aussi, absolument et uniformément convergente 
dans T. Enfin on peut conclure de tout cela que V; tend uniformement 
vers une limite V qui est une fonction continue dans T prenant sur S les 
valeurs W. 

Cela posé, on a 


N; M; M. M: M: 
r —— T0 G —— ' — 1 — , x 
V=- e ? IR e? AG te ne (m V,+-e? &) Gdz, 


en appelant Q une sphère tracée dans T, dw et d un élément de la 
surface et du volume de Q, G la fonction de Green relative à Q et au 
point (x, y, =) intérieur à cette sphere et en désignant par les lettres 
accentuées les mêmes fonctions que par les lettres ordinaires sauf le 
remplacement de (x, y, =) par les coordonnées (x',y',3’) de dw ou 
de dz. 

Les diverses quantités qui figurent dans la formule précédente ten- 
dent uniformément vers leurs limites respectives. On peut donc écrire 


_H al _# Lal al 
vase rf V'er LT du — Le ah (Wet V+ ef 0) Gar, 
ir (Q) n An (Q) 


en posant pour abréger 


1 (da ob! de a’? + L'i+ cl? 
wat (Oa, 08 del) alte Bb et a, 
2 \ dx oy 03 4 
Une discussion déjà faite plusieurs fois montre alors que V possède 
les propriétés de continuité fondamentales dans T. Si de plus on pose 
_R 
Ve ?:L, 
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or 
wet 
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il vient 
H 
AU=HU-+e?o, 
d’où 
ON UV OV 


AV + a +b-— +c 


Ox dy Os =IV+ 9 


dans T. Le problème de Dirichlet généralisé est ainsi complètement 
resolu par la fonction V. 

En conséquence, nous nous bornerons désormais à considérer le 
cas où les coefficients a, b, c, f, » possèdent dans tout l'espace les pro- 
priétés énumérées au n° 9. 


III. — La méthode du balayage. — Examen de quelques difficultés. 
Extension au cas de ~ variables. 


22. M. Poincaré a montré('), et c’est un point sur lequel je n'insis- 
terai pas, que l’on pouvait toujours trouver un ensemble denombrable 
de sphères Q; jouissant des deux propriétés suivantes : 

1° Chacune des sphères Q, est tout entière intérieure à T. 

2° Un point quelconque intérieur à T est intérieur à l’une au moins 
des sphères Q.. 

La construction de ces sphères ne présente aucune difficulté, et l’on 
peut même supposer celles-ci aussi petites que l’on veut. 

En vertu des hypothèses faites sur S, si M est un point de cette sur- 
face, il est toujours possible de tracer une sphere ZX, tangente à S 
en M et tout entière extérieure à T. Soit 2, une sphère concentrique 
à Z, contenant à son intérieur tout le domaine T. Il est clair que, 
lorsque le point M se meut d’une façon quelconque sur S, le rayon 
de £, n'est pas astreint à descendre au-dessous d’une certaine limite 
et que, dans les mêmes conditions, le rayon de £, peut ne pas dépasser 
une autre limite également assignable. Nous pouvons donc tracer une 
sphère Q assez grande pour contenir à son intérieur toutes les 
sphères 2, et, par suite, tout le domaine T. 


<< à 


(1) H. PotxcaRÉ, American Journal of Mathematics, t. XII, 1890. Voir aussi: E. Pı- 
CARD, Traité d’Anal)se, ti. Il, p. 94. 


SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 435 


Cela posé, soit P(x, y, z) le polynome donné dont la fonction cher- 

chée V doit prendre les valeurs sur S. Posons 
oP OP oP 
—WU=—AP+a-—-+b—-+c—-—/fP. 
Y Ox oy 05 J 

La fonction Ÿ est uniforme, finie et continue dans Q ainsi que ses dé- 
rivées partielles des deux premiers ordres. Supposons en outre que % 
ne prenne dans Q aucune valeur négative : nous généraliscrons plus 
tard. 

Construisons encore la fonction W, définie par les égalités 


AW,+ a ow +b Pr +c ow =/W,.— U dans Q, 











W,=o sur 2, 


Nous savons le faire (n® 17 et 18). 

Si W, prenait en quelque point de Q une valeur negative, ce serait 
nécessairement à l'intérieur de cette sphere. Il y aurait un tel point 
en lequel W, atteindrait un minimum négatif, ce qui impliquerait 


OW, __ b OW, _, „IWo _o 


Or 0» dy 7, As 











AW, _9, a 


et 
fWo<o, 20. 


Il y a impossibilité, car on en deduirait 








aw, +a +b = +c > ”o 
et 
fWo—Ÿ<o, 
d’où 


- oW, OW, OW, ony ie 
AWo + a—— +b dy + ¢ —(fW,—Y) 409, 











contrairement à l'hypothèse. Donc 
| W,20 
dans Q. 


Posons enfin 
0—W,—P. 
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08 08 08 
Ad +a— +b-— +c—=f® 
Ô.r dy 03 J 
dans Q, et les propriétés de continuité fondamentales sont assurées. 
Cela étant, définissons les opérations auxquelles, suivant l'exemple 
de M. Poincaré, nous donnerons le nom de balayages. 


Nous rangerons les sphères Q; dans l’ordre suivant : 


Q,, Q,, Q,, 2, Qs, Q,, 2, 23, 2, 2, 2, 23, 2,, Q;, ..., 


1) wm), aw) ¢ 


de manière à considérer chacune d'elles une infinite de fois. 
Prenons la sphère Q,. Déterminons une fonction U, par les relations 


suivantes : 


OU, aU, OÙ, _ _o 
AU +a ge +05, +e gy JU dans 2,, 


| lu, = W, sur Q,. 


Les n® 17 et 18 nous ont appris à le faire. Ona 


> 0. 
Posons 
= W,— U. 
I vient 
Atta +h + eS! = pay dans Q,, 
t= 0 sur 83. 


Un raisonnement déjà fait plusieurs fois nous permet d'écrire 
T120. 


Concevons alors une fonction W, qui coincide avec W, à l'extérieur 
de Q, et avec U, à l’intérieur de Q,. Ona 


W,>o, W,<W,, 


en tout point de la region Q. 
La fonction W, est continue dans Q, mais il n’en est pas de méme 
de ses dérivées, pour lesquelles Q, est une surface de discontinuité. 


Ces dérivées sont d'ailleurs continues à l’intérieur et à l’exterieur 
de Q, ; il n'y a de difficulté que pour les points mêmes de Q,. 
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. d d 
Sotent an: et dn. 


de Q, suivant la normale à cette sphère respectivement vers l'intérieur 
et vers l'extérieur de celle-ci. Les quantités 


les symboles des dérivations effectuées en un point 


AW dW, 


) — 2 
dn; dn, 


existent évidemment et sont continues en tout point de Q,. On a, de 


plus, 
dW, dW, _ 


— a — OÖ. 
dn; dn, 





- . oe, AU 
Admettons provisoirement l'existence et la continuité de =="; nous 
i 


reviendrons tout à l'heure sur ce point. 
On a évidemment 


en tout point de Q,. Or 
dr, dW, aU, (TE =) 


— = — oo —-— +. + —— 
dn; dn; dn; dn, dn; 


= (fo dW 
_ dn, + ‘dn; J' 
d'où 

dw, dW,_ 


u + . e 
dn, dn; ~ 





Telle est l'équation qui définit les discontinuités éprouvées par les 
dérivées de W, quand on traverse Q,. 

Prenons maintenant la sphere Q,. Une nouvelle opération, sem- 
blable à la précédente, nous donnera une nouvelle fonction W,, qui se 
déduira de W, comme celle-ci de W,. 

Si Q, est intérieure à Q,, on aura 


W,= W,. 


Si Q, est extérieure à Q,, le calcul à faire pour obtenir W, sera iden- 
tique à celui que nous avons fait pour obtenir W,, et l’on aura encore 


aW, dw, 
dn; + dn, 


< 


W,>o, W,<W,, 





9 


la dernière inégalité avant lieu en tout point de Q, et en tout point 
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de Q,. Reste 4 voir ce qui arrive si Q, coupe Q, ou la renferme a son 
intérieur. 

Nous distinguerons alors deux régions dans Q, : l'une (1) exté- 
rieure à Q,, l'autre (2) intérieure à Q,. 

On a 


WOW , OW, y | 
AW ,+ a Ox +0 rear = iw: d 





en tout point de (1), et 
OW, ,0W, OW, oo. 
AW,+a ag, gp to {Vi 
en tout point de (2). De plus, W, est finie et continue dans tout 
l’espace Q. Enfin l'inégalité 


dW, + dW,. o 
dn; dn. - 





est vérifiée en tout point situé sur Q, et, en particulier, en tout point 
de la calotte sphérique appartenant 4 Q, et située dans Q,. Construi- 


sons une fonction U, telle que 
ou, ou, 
U.= W, sur Q,, 


en = fl, dans Q,, 


et telle que, les propriétés de continuite fondamentales étant assu- 
rées, on ait 
dU, | aU; 
dn; dn, 





zo 


en tous les points de Q, qui sont intérieurs à Q,. Ona 


U,>o. 
Posons 
Te — W,— U,. 
Il vient 
OTe 07, _ 
At, + a5 +05 + = fre — Ÿ dans (1) 
et 
Os OT + 97 _ 
At, + a + b — dy ++, aft dans (2). 
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Enfin ona 
Te = 0 sur Q, 
et 
dr dr 
_ 2 + 2 <o, 
dn; dn, 





en tout point de Q, situé à l'intérieur de Q,. 
Je veux montrer que 7, est positif ou nul. Soit 


pa. 


— — , 


Te *T,. 


Il suffit de montrer la même chose pour 7,. 


On a 
H 
A, = f't,—e*y dans (1), 
Ar, = /f'T, dans (2), 
T,=0 sur Q,, 


st l'on pose 





(s+ 5+ Se) + b+ ch 
I=3 dc oy ds 4 I. 
Mais 
du , de, 
dn; dn. 


en tout point de Q,. Done on a encore, en les mémes points, 


az. dx 
2 + 2 £ 
dn; dn, 





O. 


Ecrivons 
Ta = TS) 


A élant une fonction que nous allons déterminer. Il vient 


wir 


Oh dr, a 9h ors „dt 
0x 0x dy dy d3 03 





ÀAT,+2 + (A — f'ijr,+e‘dt =0 





dans (1) et 


ur OX ot, Oh dr, Oh or, pad er 
PAR + ty dy + ds je + (A f'A)t, =0 


dans (2). En outre on a 


at _. 
T,—0 
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sur Q,, pourvu que A soit différent de zéro, et 


À dr, dr; m" dh + ah <o 
dn; + dn, FT: dn; Te) = 


en tout point de Q, situé dans Q,. 
Si l’on parvient à déterminer une fonction À jouissant des propriétés 
de continuité fondamentales dans (1) et dans (2) et telle que l’on ait 





A>o dans Q,, 
AA— f'À<o dans (1) et dans (2), 
dn, + in. <o sur la partie de 2, située dans Q,, 


il est clair qu’on pourra écrire 


et que cela entrainera 
> 
2 20. 


En effet, dans ce cas, 7, ne pourra avoir de minimum négatif ni dans 
(1) ni dans (2) en vertu d’un raisonnement déjà souvent employé. Il 
n'y en aura pas davantage sur Q,. Enfin, en tout point de la portion de 
Q, intérieure à Q,, la présence d'un minimum négatif impliquerait 
pour le point où il aurait lieu les relations 

dr, > dr, 


n” 
To <o — 20 = 
2 ? dn; = ’ dn, 7 ’ 





qui, jointes aux relations 
dh 


— + — 
dn; dn, 


A>o, <o, 


sont contradictoires à l'hypothèse 


(44 Ela, MY. 
dn; dn, Fa dn; dnc =° 


On entend ici les mots minimum négatif dans le sens général de 4- 
mite inférieure négalive alteinte. 

Pour pouvoir affirmer que 7,, et par suite t,, ne prend aucune 
valeur négative, il nous suffit donc de montrer qu’on peut calculer A. 
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Or, posons 
J'I<L, 


et définissons À par les relations 


A+ Li—o dans (1) et dans (2), 
.>o dans Q,, 
d). N. 


— + =— An sur la portion de 2, située dans &,. 
dn; dn, 


Si cela est possible, nous aurons établi la conclusion que nous avons 
en vue. 
Soient 


x’, Y, 3’ les coordonnées d’un point de Q,; 

x, y, z les coordonnées d’un point intérieur a Q, ; 

dw, un élément de Q, ayant (x’, y’, 2’) pour centre de gravité; 
r la distance de (x,y,3) à (æx’,y',3"). 


Considérons la fonction de (x, y, 3) : 


cosr ÿL 
= [ COST Vu. 
(Q,) 


On sait (') que cette fonction est holomorphe et vérifie l'équation 


aux dérivées partielles 
A1+LA—o 


en tout point de l'espace, sauf sur &,. Sur Q,, ona 





dh, A, 
dn, an, Mm 
Enfin l’inegalite 
A>o 


est assurée en tout point de Q,, si, R étant une limite supérieure du 
rayon des Q;, ona 


(1) H. PotncarE, Theorie mathématique de la Lumière, t. I, p. 105. La fonction consi- 
dérée est tout à fait analogue au potentiel newlonien d’une surface attirante. 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. Déceuvae 1897. 26 
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Nous pouvons toujours supposer que les sphères Q; ont été choisies 
assez petites pour que cette inégalité soit vérifiée pourchacune d'elles. 
Alors le calcul de A est achevé. 

Nous avons donc 

7,20, 
d'où 
U,: W.. 

Concevons maintenant une fonction W, qui coïncide avec W, à l’exté- 

rieur de Q, et avec U, à l’intérieur de cette sphere. On a 


Wi>o.  WEW. 


Enfin la fonction W, est finie et continue à l'intérieur de la grande 
sphère Q. 
Admettons provisoirement, comme nous l'avons fait pour U,, que la 


dérivée a existe et est continuc en tout point de Q,. On verrait alors, 


comme ci-dessus, que l'on a 


dW, dW, 


+ s 
dn; dn. ~ 





sur Q, et sur la portion de Q, qui est située en dehors de Q,. 

Il peut subsister quelques difficultés, en ce qui regarde cette rela- 
tion, pour les points du cercle suivant lequel Q, coupe Q,. Voici com- 
ment on levera ces difficultés. En un point de ce cercle C, désignons par 

d d 
dns dn, 
et normales à C. On a évideminent 


les dérivées suivant deux directions opposées tangentes à Q, 


dW, dW,. 


+—— 0 
dn; dn. 





et cette nouvelle inégalité peut remplacer la précédente pour les points 
de C. On constate facilement du reste l'exactitude de cette inégalité 
par le procédé général qui a été indiqué plus haut. 

Cela posé, déterminons, toujours de la même façon, des fonctions 
W, et W, qui jouissent de propriétés analogues aux précédentes. On 
doit, pour cela, vu l’ordre de succession assigné aux sphères Q,, con- 
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sidérer de nouveau Q,, puis Q,, et l’on a par conséquent à refaire des 
opérations identiques à celles qui ont donné natssance à W.. 

Quand on en arrive, aussilôt apres, à calculer W,, il peut se faire 
que Q, coupe à la fois Q, et Q,. Mais cela ne gêne en rien. On saura 
toujours trouver U;. On posera encore 


= W.—L,, 


et ıl faudra montrer que 7, ne prend aucune valeur négative. On y par- 
viendra aisément en se servant d’une méthode toute semblable à celle 
des pages qui précèdent : ce qui joue le röle de la fonction À consi- 
dérée accessoirement à propos de W, sera ici une nouvelle fonction À 
donnée par la somme des deux intégrales 


/ — a 

cost ry'L cos (vi 

fl cost ry) ds, cos(rvL) ds. 
(©, 


/ / 


“On 


Les hypothèses faites sur le rayon des spheres Q; suffiront encore 


pour assurer que A reste positif dans Q,. Enfin, si DD sont les 
dn; dn, 


dérivées de À suivant deux directions opposées en un point de C, on 


aura 
dh. MN. 


din, dm. 
en ce point et la présence du cercle singulier C ne modifiera donc en 
rien les raisonnements. 

Nous nous trouvons maintenant avec la fonction W, dans les mémes 
conditions que tout à l'heure avec la fonction W,; nous pouvons en 
déduire une nouvelle fonction W,. Les opérations qui donnent nais- 
sance à W, sont de même espèce que les précédentes et conduisent 
aux mêmes conclusions. Ce sont ces opérations successives qui portent le 
nom de BALAYAGES. 

Balayons ainsi chaque sphère Q, à son tour, en prenant ces sphères 
l'une après l'autre dans l’ordre indiqué, de manière à balayer cha- 
cune d’elles une infinité de fois. Nous aurons toujours les mêmes 
opérations et les mêmes raisonnements à répéter. 


On construit ainsi une série dénombrable de fonctions continues 


dans Q : 
W,, W,, Wa Wa 
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Ona | 
W;>0, Wii: Wis 


en tout point de Q et pour toute valeur de l'indice z. Donc la suite W, 
est convergente. Sa limite W est une fonction de (x, y, 2) définie, 
uniforme et limitée en tout point de Q. Proposons-nous d’etudier les 


propriétés de cette fonction W. 
Considérons la sphere Q,. Supposons que cette sphère ait été ba- 
layée aux opérations numérotées : 


is Las Ass os eg A, 


Ces balayages, portant sur Q,, sont certainement en nombre infini. 
Soient les fonctions 
Ws Was Was <---> Wa, 


produites par les balayages successifs. La suite W,, est convergente et 
a W pour limite. On a 


Wa, = 0, Wa Wa 


en tout point de Q,. De plus, dans le même domaine, 











Na pa + Ça py 


AW;+a Dx Oy cr = 


La série 
Wa, + (Wa,— Wa,)+( Wa, — Wa,)+-..-+(Wao,— Wa) +... 


est convergente et a W, fonction finie, pour somme. Enfin, chaque 
terme est négatif, sauf le premier, satisfait dans Q, aux conditions de 
continuité fondamentales et vérifie l'équation aux dérivées partielles. 
Alors, en vertu du théorème de Harnack généralisé, la somme W de la 
série precedente posséde dans Q, les proprietes de continuité fondamentales 
et est une intégrale de l'équation 


aw dW ow 
dans le méme domaine. Cela a lieu pour une sphere Q, quelconque; 


donc les balavages définis plus haut amènent à construire une inté- 
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grale continue W de l'équation linéaire réductible valable pour tout 
le domaine T. 

Soit M un point de S. Envisageons les sphères X, et Z,,; soit D, l’es- 
pace compris entre elles. Prenons la fonction W, définie par les re- 
lations : 


Mu WOW 
AW uta dx -- D Or +c Os = /W M dans Dy 








Wy= VW, sur Sy et Ly. 


Sachant (n° 17 et 18) résoudre le probleme de Dirichlet généralisé 
pour l’espace compris entre deux sphères concentriques, nous savons 
calculer Wy. On a évidemment 


Wi? Wi Wa, 
d'où 

WEWEW, 
en appelant W, une quelconque des fonctions dues aux balayages. Ces 
inégalités ont lieu en tout point de Dy, on le verrait en refaisant les 
raisonnements qui montrent l'impossibilité d’un minimum négatif 
pour les différences W,— W, et Wy — Wy. Or, quand (x, y, 2) tend 
vers M, W, et W, tendent vers la valeur de W, en M. Il en est donc de 
même de W. Donc W prend sur S le même ensemble de valeurs que W.,. 

Il résulte de ce qui précède que l’on a 

AW + a nl + T + € on = /W dans T, 


W, = W, sur S. 





Posons 
V=W-0=W_W,+P, 


© étant la fonction définie plus haut (p. 435). Ona 


OV oV ON 
T _ __ _ fr 
AY rt = /V dans T, 


Vs=P sur S, 





ct les propriétés de continuité fondamentales sont assurées. Le pro- 
bléme de Dirichlet généralise est ainsi complètement résolu. 
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Nous avons supposé 


Yo. 


Si} a un signe quelconque, voici comment on procedera : le poly- 
nome P étant donné, on peut diviser 2 en deux régions : i’une (1) où 
Ÿ est positif ou nul, l’autre (2) où Ÿ est négatif ou nul. Chacune de 
ces régions peut n'être pas connexe, mais il sera, en tout cas, possible 
d'écrire 


D Yi be 
P=P,—P, 
avec 
20, U2 0, 


dans Q. On pourra alors, par la méthode du balayage, construire les 
fonctions V, et V, qui correspondent à %, et 4, et qui prennent donc 
sur S les valeurs P, et P, respectivement. Soit 


V—V,—V.. 


Ce sera la solution du problème de Dirichlet généralisé. 

Il ne subsiste plus maintenant aucune restriction. On remarquera 
que la méthode suivie dans tout ce Chapitre s'appliquerait sans modification 
notable, si les fonctions étudiées dependaient seulement de deux variables 
x el y. 


23. Pour abréger les démonstrations précédentes, j'ai laissé de 

côté provisoirement un point sur lequel il me faut à présent revenir. 

Envisageons la fonction U, qui prend sur Q, (n° 22) les mêmes 
valeurs que W, et qui satisfait dans Q, à Pequation 
AU, +a + oS re = fU.. 

Il s'agit de prouver l'existence et la continuité des dérivées pre- 
mieres de U, sur Q,. 

Changeons les coordonnees cartesiennes (x, y, 3) pour des coor- 
données polaires (2, 9, 5), le pôle étant au centre de Q,. Les valeurs 
W, de U, sur Q, ont des dérivées du premier et du second ordre par 
rapport à 0 et 2 et ces dérivées sont continues; les mêmes propriétés 
appartiennent à U, à l'intérieur de Q,. Il est manifeste que l’on peut 


SUR L'INTÉGRATION DES EQUATIONS DE LA CHALEUR. 447 


conclure de là la proposition suivante : Les dérivées premières et secondes, 
par rapport aß et >, de la fonction U, supposée prolongee par W, a l'ex- 
térieur de Q@, restent continues quand on traverse cette sphère Q,. Voyons 
ce qui arrive pour la dérivée normale de W,. 


Posons 
_# _4 
Use ?U, W=e ?W:, 
et 
,_ 1 fda db dc a+ b+ ct 
tr 5) aS 

Il vient 

AU, — f' U; dans 2, 

U—W! sur Q, 

et 


{2 


AW = /' We? 9, 
a l'extérieur de Q,. 
En coordonnées polaires, ces équations deviennent 








DU, 2 OÙ, OU, co, 1 OU, pp 
Oc? D Op p?sin?9 do! pt 09 p? 09 = JU, 

OW 2 0W! 1 dW, cot9dW, 1 AW oe. | 
00? To Oo T osint9 dg? + p? 09 + p? 09 We. 
Si l'on se reporte à la définition de W, et si l’on pose 

_Ë 
Wie 7 Wi. 
on conclut de là que, les dérivées 
® 


ow, dW, AW, atw, 
ds” do%” 09” — OF 








étant continues quand on traverse la sphere Q,, l'expression 


RW, 2 0W 


—— + 
doe pd? 


ne jouit pas de la mème propriété; si Rest le rayon de Q, et si l'on 
fait tendre ¢ vers R, cette expression tend vers une limite déterminée qui 
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est une fonction continue de À et 9; la limute n'est pas la même suivant que 


p tend vers R par valeurs plus grandes ou plus petites que R ; la différence 
B 
entre les deux limites est égale ae’ d en valeur absolue. 


Posons 
Ww — 


Wi. 


J 
fe] 
h 


Les dérivées de W, par rapport à et 9 sont encore continues. Mais, 
. , n . , . . 2 re . 
cette fois, le theoreme précédent signifie que ae subit un saut 
brusque quand on traverse Q,. Soit p, une valeur de p inférieure a R. 
Ona 














aw; OW) _ pow In. 


dp Ub, Ja, Op? . 


On peut aisément conclure de là que tend vers une limite qui 


est une fonction continue de 9 et 2 quand p tend vers R par valeurs 
plus petites que R. Le même procédé donne la même conclusion si p 
tend vers R par valeurs plus grandes que R. 

Finalement, il est prouvé que 


OW, NW 
do” Op! 


À 








tendent vers des limites finies, déterminées et continues, quand p tend 
vers R, ces limites étant, en general, différentes suivant que p reste infé- 
rieur ou supérieur a R. 

Il est visible que la même chose a lieu pour les dérivées de W, et, 
par suite, de W,. 


. oo... dU . , 
L'existence et la continuité de Im sont ainsi prouvees. 
i 


Pour U,, on aurait évidemment les mémes propositions, au moins 
en ce qui concerne les points de Q, et de Q, qui ne sont pas situés sur 
le cercle C d’intersection. Nous avons déjà vu que cela suffit pour la 
légitimité des raisonnements développés au n° 22. 

Pour chacune des fonctions U, successivement considérées, 1l fau- 
drait répéter les mêmes remarques. Il ne reste done plus aucune 
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difficulté relative à l’emploi de la méthode du balayage et nous pou- 
vons aborder l’etude des diverses généralisations dont est susceptible 
le théorème qu’elle nous a fourni. 


24. Ila été supposé jusqu'ici que la surface S possède en chacun 
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure 
principaux bien déterminés. Je me propose maintenant de faire voir 
que cette hypothèse n’est pas indispensable et que l’on peut admettre 
la présence de certaines singularités sur S. 

Je partagerai ces points singuliers en deux catégories : les pointes 
et les arétes. 

Sans entrer dans les détails d’une classification régulière des 
pointes possibles, je citerai seulement quelques exemples simples, et 
l'on verra facilement quelles extensions sont permises. Voici ces 
exemples : 

1° Un point où il y a un nombre limité de plans tangents (sommet 
polyédrique ). 

2° Un point où il y a un cône de tangentes. 

3° Un point en lequel la surface vient se confondre avec une droite 
(cas limite du précédent). 

Je supposerai que la surface S ne possède qu'un nombre limité de 
pareils points. 

Passons aux arêtes. Chacune d’elles est une courbe tracée sur S. Il y 
en aura un nombre limité, de façon que la surface soit divisée par elles 
en un nombre fini de morceaux où le plan tangent est unique, sauf la 
présence possible de pointes isolées dans chaque morceau. Ces arêtes 
seront, d'ailleurs, des lignes à tangente déterminée, du moins en 
général, car elles pourront avoir un nombre fini de points anguleux ou 
de points de rebroussement. Enfin, en un point ordinaire d’une aréte, 
la surface admettra deux plans tangents, distincts ou confondus. 

Cela posé, la méthode du balayage exposée au n° 22 s'applique en son 
ensemble au nouveau cas que nous envisageons. On peut toujours 
construire les sphères Q; et former les fonctions W,. La fonction W 
qui résulte des calculs est encore une intégrale continue de l’équation. 
Cette fonction prend la même valeur que W, en tout point ordinaire 
de S. Il nous reste seulement à voir ce qu'elle devient en un point 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Déceusre 1897. 97 
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singulier de la surface. Tout ce que nous pouvons affirmer a priori, 
c'est que W reste finie au voisinage d’un pareil point. 

Considérons des pointes ou arêtes sarllantes. La construction d’une 
sphère Z, (n° 22), passant par le point de S que l’on étudie et exté- 
rieure aT, est encore possible. II n’y a donc rien à changer aux raison- 
nements déjà faits : W prend en ces points la même valeur que W,. Le 
problème de Dirichlet généralisé est ainsi résolu, par exemple, pour le 
cas d’un cube. 

La même chose arrive si S possède une pointe rentrante venant 
s'appuyer sur une portion régulière de la même surface. 

Des artifices permettent souvent de traiter des cas plus généraux. 
Mais la discussion, hors les cas simples signalés, est assez longue et 
n’apprend rien de vraiment nouveau. Je m'en abstiendrai donc. 


25. J'ai dit (n° 22) que la méthode du balayage s’appliquait, sans 
modification notable, quel que soit le nombre des variables indépen- 
„dantes. Le seul point, en effet, où les changements à faire ne soient pas 
absolument évidents est celui-ci : Soient (x, y, 2) les coordonnées d’un 
point fixe M, (x', y’,3) les coordonnées d’un point mobile M’, r la 
distance MM’. Nous nous sommes servis un moment de ce que la 
fonction 


vérifie l'équation 
AV+V =o, 


en tout point M’ distinct de M. Par quoi faut-il remplacer cette fonction 
quand il n’y a, par exemple, que deux variables x et y? Remarquons 
que V est holomorphe en tout point de l’espace, saufen M; elle devient 
infinie pour r=o, ayant en ce point un pôle simple avec un résidu 
égal à + 1; enfin, elle reste positive dans une région assignable autour 
de M. Ce sont ces propriétés qu'il faut conserver. 

Envisageons le cas du plan. L’&quation aux dérivées partielles qu'il 
faut satisfaire est alors 

a@V 1 dV 
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Or, on s’assure aisément (') que la fonction 
V=J,(r)logr+H(r), 


H (r) étant une certaine fonction entière de r, est solution de l’equa- 


tion. Dans cette expression, J,(r) désigne la fonction de Bessel et l’on 
a, par consequent, 
J,(0) =I. 


D'ailleurs, quand r est très petit, c’est le premier terme de V qui 
donne son signe. On conclut de 1a, sans difficulté, que la fonction —V 
peut remplacer — lorsqu'on n'a affaire qu’à deux variables indépen- 
dantes. 

Si le nombre des variables est z, on appelle celles-ci 


Tis Va, 23, ory Pay 


et l’on pose 
r= (a,— rx) + (m — 1.) +... t+ (ar, )?- 


L’équation aux dérivées partielles devient 


. d'V n—ı dV r 


On peut prendre 


, I . . . 
V — m H(r) sin est impair, 





V=H'(r)logr + == H(7) si n est pair, 


H et H’ désignant deux fonctions entieres. 

Il est donc bien vrai que la méthode du balayage réussit, sans modi- 
fication notable, dans tous les cas. 

Je termine en faisant remarquer que la méthode du balayage s’ap- 
plique aussi bien, dans son fond, à l’équation linéaire érréductible ; 
pour traiter ce nouveau cas, il suffirait de trouver une démonstration 





(1) H. Poincaré, Theorie analytique de la propagation de la chaleur, Chap. XVII, 
§ 172. 
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du théorème de Harnack généralisé qui ne fût pas fondée sur une 
reduction de I’ équation, et c'est ce qui ne parait pas soulever de bien 
sérieuses difficultés, si les coefficients de l’équation irréductible sont 
des fonctions holomorphes de (.r, y.3). 


IV. — Etude de certaines équations non linéaires. — Introduction d'un 
paramètre arbitraire dans l'équation. — Méthode de prolongement 
analytique. 


26. Abordons maintenant l'étude de certaines équations aux deri- 
vées partielles du second ordre non linéaires. Nous nous bornerons aux 
tvpes que l’on rencontre dans la théorie de la chaleur 

VV Vv 
AY FA Gr gp He GH Fl Ha), 
l'expression 
adr + bdy + cds 
étant toujours une différentielle exacte du et la dérivée 


OF 

av 
élant positive en tout point (x, y,s) du domaine T ou de sa frontières. 
Nous voulons démontrer dans ce nouveau cas le principe de Dirichlet 
généralisé. 

Soit H une fonction continue vérifiant dans T la relation 
OH dH oH | 
AH +a x Va Te DE = 

et prenant sur S les mêmes valeurs données que V : nous savons 
(Chap. III) l'existence et la continuité de H. Posons 


= H + U. 


La fonction U s’annule sur S et vérifie l’équation 


ou au OU 
Ara rd + CT = F(x, y,s,U +H). 
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Écrivons 
F(z, v,3,U+H)=—F,(.2, 7,3, U) 
=[F,(z, y,5,U) —F,(2, y, 5,0)] + F, (2, y, 5,0). 
Soit 
f(z, 7,5, U)=F,(2, x, 5,U)—Fi(z, y, 3,0), or, ¥, 5) =F, (2, y, 3,0). 


Il vient finalement 


gu aU OÙ . 
AU+a-- +b — +0 2 =f(r,Yy,3 - 
+ or dy — dz I(r, 7,3 U0) +0, 
et nous sommes ramenés à calculer une intégrale continue de cette 
équation s'annulant sur S. 

Voici les hypotheses que nous ferons sur les fonctions (a, b,c, f, 9). 
Les trois premieres seront continues, ainsi que leurs dérivées du pre- 
mier ordre, tant que le point (x, y, 5) ne sera pas extérieur à T; elles 
auront, en outre, des dérivées continues du second ordre dans tout 

° q . R . x , ° , ° 0 
domaine T’ intérieur à T; elles seront enfin les dérivées partielles 5? 


se se d’une fonction &. De même, la fonction 9 sera finie et continue 


dans T et possédera des dérivées premières continues dans T’. Quant à 
/ (x, ¥,5,U), ce sera une fonction définie et continue pour les valeurs 
de (.v, y,5) correspondant à un point qui n’est pas extérieur à T et 
pour toute valeur réelle de U; cette fonction aura, par rapport à 
(x, y, 3), des dérivées du premier ordre continues dans T'; elle s’an- 


’ . ’ 0 , e 2 . . 
nulera pour U = 0; la dérivée of sera déterminée, continue ct positive 


en tout point de T et pour toute valeur de U. 
Ici encore, je suppose 


adx + bdy + cd: = dy. 


C'est le cas toujours réalisé en Physique. C’est aussi, au point de vue 
analytique, le seul cas où l’on sache intégrer l'équation linéaire d’une 
façon complete sans se restreindre à l'hypothèse des coefficients holo- 
morphes et, par suite, comme on le verra, le seul où s'applique la 
méthode que je vais exposer pour passer des équations linéaires aux 
équations non linéaires. 
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Une conséquence résulte immédiatement de là. Posons 


_" 
U=e ’W. 
Il vient 
2 2 2 _+ 
aW= [5 (+ 5 + 5c) + PERTE |wrelenze Ww) +o]. 


Cette réduction de l'équation à une forme canonique nous servira 
constamment. 

M. Picard (') s’est déjà longuement occupé de l'intégration de 
pareilles équations non linéaires. Mais je suivrai ici une autre 
méthode. 


a 
« 


27. Je commence par établir quelques lemmes relatifs à l’équation 
linéaire. Ä 
Considerons la fonction continue G definie par les relations 
0G ,0G  0G 


AG ag to to as =: dans T, 


Gs = 0. sur S. 


Il existe une pareille fonction G et cette fonction est finie. On a, 


d’ailleurs, 
G2o, 


car G ne peut avoir de minimum négatif. Soit g une limite supérieure 
de G: le nombre g ne dépend que du domaine T. 
Soit, maintenant, une fonction continue U satisfaisant aux égalités 
A+ aS +05 + = dans T, 
Us=o sur S, 
el posons 
[pi <a. 


Écrivons 
T=aG — U, 0=aG + U. 


(1) E. PicanD, Sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode des 
approximations successives (Journal de Mathématiques, Chap. IT; 1890). 
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I vient 
Ot Oz Ot , 
Aras + Og + egg (a+) dans T, 
Ts—= 0 sur S, 
et 
00 09 05 __ | 
AD + ag + OG reg, lan dans T, 
§,= 0 sur S. 
On a 


a+o>od, aA—9>0, 


les égalités étant exclues. D'où l'impossibilité d’un minimum négatif 
(n° 11) soit pour 7, soit pour 9, et, par suite, 


720, 620. 


On conclut de la 
\Ll|<alii<ag, 


et cette inégalité va jouer un role essentiel. 


28. Proposons-nous de résoudre le probleme suivant : 


AU + at re re = ES (asp 5, U) +9 dans T, 


Us=o sur S, 


& étant une constante que nous devrons finalement faire égale à 
l'unité. 

Nous allons d’abord traiter le cas particulièrement simple où l'on a 
la double inégalité 


8 étant un nombre positif assignable qui ne dépend pas de la valeur 
attribuée à U. Voici du reste deux exemples de ce genre : 


aU dU Le OÙ 





AU + a ox ty x —=?Ù— sina2l +49, 
OÙ OU OÙ __ ... : 
AU +a oz + ay +o gs POTTER mic 
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On remarquera que ces équations ne sont pas de celles que M. Pi- 
card avait étudiées par le procédé alterné de M. Schwarz et pour les- 
quelles il fallait supposer /+ 9 > 0, quel que soit U. 

Nous allons regarder l'intégrale U qu'il faut déterminer comme une 
fonction du paramètre & et chercher à définir cette fonction de proche 
en proche pour toutes les valeurs réelles et positives de &. 


29. Procédons par approximations successives de la façon sui- 
vante : 





AU, + ao + „OU + AE = 9, 
Ox Oy  - ds 
oU, OÙ, OU, 
T 971 OM! _ Bu 
AU, + a + by + eo =Ef(z,y,3,U,) +49, 


T 1 
AU, + a— + „U: + 9 


Ox Oy 9s ole FU) +9, 


AU; +a + b dy FC 


les fonctions U; s’annulant toutes sur S. Sachant intégrer l'équation 
linéaire réductible, nous savons faire ces approximations. 
Posons 


Tiji — U,— Ü;.. 
Il vient 
dU, dU, dÙ, | 
ALo+a + dy °° os” 
0 0 0 
Ar +a i +e! =t[ f(a, y, 3, U,)], 
0 0 0 _ 
As, + a +55, +0? =E[f(2,y,2,U1) —f(2,713, Li}, 
0 0 Oz; 
AT; + a +6 re EL f(x, y, 3, U;_,)—f(x, 7,5, U,_.)], 


et les fonctions 7; s’annulent aussi toutes sur S. 
On a (n° 27) 
|U,|< ga. 
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Considérons maintenant en un point (x,, Yo» 59) de T la différence 


Su Yo» 30 U?_,) — f( Lor Yor So» U, )s 


en posant 
UP? =U, (29, Jor 50). 


Cette différence, en vertu de la formule des accroissements finis, 
peut s écrire 


of 


~0 bi - 0 
ı-1 dU (Los dos Soy Uy ), 


u; étant une quantité comprise entre U} 


©, et U}_,. Soit alors À une 
limite supérieure de |7;_, | valable quel que soit le point (x,, Yo, 20). 
On trouve 


LJ (2, 33 U;-;) — f(z, 7, o> U,_,) | < hB. 


Appliquons ce résultat aux fonctions +; successives, en remarquant 
que l’on a | | 
S( 2, y, 3, Lo) = f(x), 3, Lo) — f(x, y, 50). 


On trouve 
IUI<gs, Ini<ig'as, [ml<ergta3*, ..., Ir |<Egiafñt, ..., 


toujours en vertu du lemme du n° 27. 
La série 
Cott tite. tat... 


est donc absolument et uniformément convergente dans T, pourvu que 
l'on ait 
Eg h<t, 
c'est-à-dire 
I 


race 


Supposons que cela ait lieu. La somme de la série est alors une 
fonction de (x, y, 5) continue dans T: cette fonction s’annule sur S. 
Appelons-la U. Ona 





p< 


C=U,+(U,— L,)+(U,— U,)+...4(U;— U;_,) +... 


En définitive, U, tend uniformément vers U. 
dun. del’ Ec. Normale. 3° Série. Tome XIV. — Déceusre 1807. 58 
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Posons 


Il vient 








(4545 oe | w. 
ox Oy 03 4 


+ eile x,y, z, ea W) + el. 


et la fonction W, s’annule encore sur la surface S. D'où 
N ( Lan i CH ) | 
W=-— uf IV’ W,-+ e: fla, y,3,e ?W;/]+o'et)Gdr. 
(T) 


Dans cette formule, G représente la fonction de Green de pôle 
(x, y,3); l'accent désigne le remplacement de (x, y, z) par(x’,y', >’) 
dans les fonctions qu’il affecte; enfin on a posé 

un (9% =) a+ + oe 
= (& Fay TOs) AO 


[A 
4 
dz —dx'dy'ds'. 


Il est clair que W; tend uniformément, quand ¢ augmente indefini- 
ment, vers la fonction W définie par la relation 


_+ 
Cte ?W. 


D'autre part, à cause de la continuité de /, f(x, y, 3, U;) tend uni- 
formément vers f(x, y, 3, U). Donc on peut écrire à la limite 


W=— ef HW + erly’, y', 3 ew’) +0 Gar, 
ARS ity 


et une discussion déjà faite à propos de l'équation linéaire (n° 17) fait 
conclure de là 
. dU ,aU U, nn 
AU rer + a = ES( 2,1 3, U) + 9, 
les propriétés de continuité fondamentales étant assurées. 
Le problème que nous nous sommes posé est donc finalement résolu 


pour les valeurs de & dont le module est moindre que act En d'autres 
bd oO 
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termes, la fonction U de & est définie dans l’intervalle (0, — - Nous 


. o x 
allons maintenant nous occuper de prolonger cette fonction au dela de 
cet intervalle. 


30. Un nouveau lemme va nous étre nécessaire. Je commence par 
l'établir. 
Reprenons la fonction G définie par 


A6 + ast Hl + TE 


DE 0 = — 1 dans T, 
Gs= 0 sur S, 


« 


el soit toujours g une limite supérieure de cette fonction, qui, nous le 
savons, reste positive. 
Considérons une fonction U vérifiant dans T la relation 


/ ou AU dU | _ 
AU + age + bg eg, Hla na) +9 


et s'annulant sur S. On suppose 


tro, So, Ipl<a. 


Posons 
t= 2G—U, 0=aG+U. 


On peut toujours écrire, en vertu de la formule des accroissements 
finis, 


Uy =U (x.y sv 
Viera es © 9 U) — Ur, 3, U )» 
U’ étant, pour chaque valeur de (x, y, 5), compris entre o et U. D’oü 


a CRU 2. U on, - ur 
At ag + OR Hogs és 5 (24, 3, U) — ba a (ay, 5, U)— (a+ 9), 


au 
00 09 05 _,,df, NET Woe. - mv 
rar tg = 75 C9 5 0) ar 3, U')—(2— 9), 


en tout point de T, les fonctions 7 et 0 s’annulant sur S. 
On a 


E20, U: aG ST 20, +9 >0o, a—O>0. 
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Done 


d'apres le raisonnement du n° 11. On déduit de là 
'Li< 2g. 


C'est cette inégalité qui rendra possible le prolongement dont nous 
voulons nous occuper. 


31. Soit § un nombre positif inférieur à —, 3 étant toujours une 


8 73 
limite supérieure de = of - Appelons x un paramètre variable. Faisons les 


approximations suivantes : : 


. IL, al, AL, 
AU, + a aon toy + C Fr 
AU, OÙ, ol, _, - T' = | 
AU, ı +45, +05, +05 HEI bi) + Of 5 Ue) + 4, 


dU, _ , al, , ol, _, _ _ 
AU, + a7 + oy rc oz =cf(r,y,3,l,) + nf(2, ¥,2,0,) +9, 


ose veoeeseeeee«ei ieee? ee 8s ee j# ee e© eo @ oe Be we w*eweeeeeeeoeeee + € © eC we ewe + + + ee + © + + eo + € 


 =if(r, Vs» L,) +0, 


Puisque l’on a 
. I 
oO < £ < — 9 
gb 


on sait calculer de proche en proche les U; (n° 29) de façon que ces 
fonctions s’annulent sur S. 


Posons 
ye U;— U;_,, 


d’où 


dU, dU, OÙ _, 
Al,+a Or toate Oz — & S (2,7, 3 Us) + 9, 





Or Ot Ot 
Ar, +a +b3; + = t[f(z,y, 3, U) —-f(2,y,3,U)]+n ft Ty Ÿs 35 Uo)s 

Ot, Ov, Ot. . 
A, Fasz +05, reg = E[/(x, Vs © U,) — f(x, ÿ sy U,)j+n[ f(z, y,5,U,) —f(z,y, 5, L)], 


00 0 0 0 9 00 0 0 0 00 0 ee er) 


et les fonctions t; s’annulent encore toutes sur S. 
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D'après le lemme du n° 30, on a 


IU|<gea. 


Cela posé, on peut écrire 
of 7 
Sr, 7, +s U,) —f(xr,y, ay Uy) —T ou (r, ds S) U, )» 


U" étant compris entre U, et U,, et 


0 nr 
S(.r, ¥, 3, U,) = U, Mey, s,U,), 
U, étant compris entre o et U,. Le lemme du numéro précédent donne 


alors 
711 <n2g*s. 


On trouve de même, par un calcul semblable, 





72|< n'ag?s?, 
et ainsi de suite. En général 
| 7: | <niagitt 21. 


Donc la série 
Lo+ti+ tot. + Ti+..., 


c'est-à-dire 
U, + (Ü, — U,) + (U,—U,)+...4+(U,— U;_,) +... . 


est absolument et uniformément convergente pour 





Gs 
TD 


le champ de convergence étant T. 

On conclut aisément de ce qui précède, comme au n° 29, que U; 
tend uniformément, lorsque i croit au delà de toute limite, vers une 
fonction U jouissant dans T des propriétés de continuité fondamen- 
tales, s'annulant sur S et vérifiant l'équation 

OU JU OU 


AU u. Les 2 —(: z,U D. 
AÜ+a +b,, +e gs =G+n)f(e y, SU) + ¢ 
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Cela suppose seulement, en ce qui concerne les paramètres & et n, que 


l'on a 


- I , J 
OLÈ< gr o<n<a 


a) ar 





c’est-à-dire 





Finalement notre problème est résolu maintenant sous la seule condi- 
tion que le paramètre introduit comme multiplicateur de f soit réel, 


en . … . 2 
positif et inférieur a —- 
© e e 
En procédant toujours de la méme facon, on arriverait de proche en 
proche a résoudre le probleme de Dirichlet généralisé pour les valeurs 


D ° bd * N ’ . . . . 
du paramètre inférieures à za etant un entier positif arbitraire. 
o 


En définitive, le principe de Dirichlet généralisé est vrai, en ce qui con- 
cerne l'équation étudiée, quelle que soit la valeur positive du paramètre : 
on peut donc notamment donner a ce paramètre la valeur 1. 

On voit que la méthode suivie consiste à regarder l'intégrale cher- 
chée U comme une fonction du paramètre 5 et à définir cette fonction 
de &, de proche en proche, dans un intervalle de plus en plus grand, 
par un véritable procédé de prolongement analytique. 

Il va de soi que cette méthode réussit quel que soit le nombre des 
variables indépendantes. 

Il ne nous reste plus qu'à généraliser le type d'équations auquel 
s'applique la méthode précédente. C’est ce que je vais faire mainte- 
nant, en m’attachant à retrouver ceux que considère M. Picard dans 
le Mémoire cité. 


32. Commençons par examiner le cas où l’on ne fait plus aucune 


v ‘ > > : Arı 2 of Q . . 
hypothèse sur le signe de la dérivée =, et bornons-nous, pour simpli- 


fier l’écriture, à l'équation 


AU — f(x, 7,5, U) +9, 


of 
0 | < 8 


l'inégalité 





restant toujours vérifiée. 
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Posons 
U=AW, 


W étant la nouvelle fonction inconnue et A étant une fonction de 
(x, y, 3) que nous allons déterminer. Il vient 


NOW | Ok OW | ok OW 
Ox dx dy dy ds 03 





AAW + 2 + AAW —f(2,7¥,5,4W) = 5. 
Nous serons ramenés au cas ci-dessus étudié si nous parvenons à 
déterminer À de façon que cette fonction soit continue dans T ainsi 
que toutes ses dérivées et que l’on ait en outre 


of 
> 0, AA ST 


(zx, 7,3, AW)<o. 
Or cela aura lieu si, À étant toujours une fonction continue munie de 
dérivées de tous les ordres, on a dans T 


h>o, A+ 3i—0. 


Nous retombons ainsi sur la discussion faite au Chapitre I pour Péqua- 
tion linéaire : Le calcul de X est possible si le domaine T est asses petit. 
Nous savons d’ailleurs le sens précis de cette expression. 


Voici deux exemples : 
AU = cos D, 
AU — J,(U). 


On peut prendre alors B = 1. 


33. Examinons enfin le cas général où l’on a 


OF so 
OU = ? 


mais où cette dérivée, finie tant que | U | l'est aussi, ne comporte cepen- 
dant aucune limite supérieure valable pour toutes les valeurs de U. 
Nos hypothèses sont 


Of "> 


où = \9|<a, EDd0, 


et nous employons la méthode du n° 29. 
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Supposons que l'inégalité 
JUI<2$æ 
entraine les inégalités 


Jeraui<z [trs tes, 


L et ß étant deux nombres positifs assignables. 

On peut toujours faire, comme au n° 29, la premiere série d’ap- 
proximations caractérisée par l'emploi de § comme paramètre variable. 
Prenons & tel que 

EL < a. 
On a alors 
|Uj<ge, 
[UI<EilLg+ga<rga, 
|U.i<ils+ga<ıge, 


d'où 
[U:|<2ga, 
quel que soit l'indice r. 
N'ayant à considérer que des fonctions intermédiaires U, dont le 
module n’excede pas 2g, on n'a à considérer aussi que des cas où 


af | 
5 ne dépasse pas ß, et l’on peut par suite refaire tous les raisonne- 


ments du n° 29 sur les fonctions 7;,. 
Finalement, on sait résoudre le problème de Dirichlet généralisé, 
pourvu que l’on ait à la fois 


E> 0, EL <a, EBs < 


Cela a toujours lieu pour des valeurs de § positives et suffisamment 
petites. 

En vertu des lemmes du n° 30, la méthode de prolongement du n° 31 
réussit encore. Il faut procéder comme nous venons de le faire pour 
les petites valeurs de &. Les raisonnements sont les mêmes et l'on 
arrive ainsi à la même conclusion pour toute valeur positive de &. Le 
principe de Dirichlet généralisé est alors établi dans toute sa généralité, 
pourvu que f croisse avec U. 
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Un premicr exemple du cas que nous venons de traiter est donné 
par l’équation 
AU = Ae? [A(z,y,3)>o], 


à laquelle on peut donner le nom d’equation de Liouville et qui inter- 
vient dans d'importants problèmes de Géométrie et d’Analyse. 
L’équation 
AU = Aet— Be-?, 
si ona 
A>0o, B>o, 
fournit un autre exemple. 
J’arreterai ici l’etude des équations non linéaires. Les theoremes 
d’existence sont établis en ce qui concerne les équations de l'équitibre 
thermique ('). 


(1) Depuis la rédaction de ces pages, M. Picard a montré ( Comptes rendus, 28 juin 1897) 
que sa méthode d'extension progressive permettait l'intégration des équations non linéaires 
sous la seule condition que f croisse avec U, ce que ne faisaient pas voir ses recherches 
antéricures (Journal de Mathématiques, 1890). On a done deux méthodes distinctes pour 
la résolution des mémes problémes. 
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Pan M. C. GUICHARD, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CLERMONT-FERRAND. 


PREMIÈRE PARTIE. 


INTRODUCTION. 


tn 


La première Partie de ce travail contient l'exposé des propriétés 
générales des systèmes orthogonaux et des systèmes cycliques. La 
seconde Partie sera consacrée aux applications et à l'étude des cas 
particuliers. 

Quoique le but final de ce Mémoire soit d'arriver a des propriétés 
relatives à l’espace ordinaire, j’ai été obligé d'introduire dès le début 
des considérations relatives à l’espace à 2 dimensions; la premiere 
Partie de mon travail roule presque entièrement sur des propriétés 
de l'hyperespace. J'espère que ceux qui me liront penseront, avec moi, 
que le détour n’a pas été inutile; qu'il n’y a pas là seulement un jeu 
d'esprit, mais que ces considérations expliquent et relient entre elles, 
d'une façon logique, certaines propriétés de notre espace. 

Les éléments introduits dépendent loujours de deux variables. Ce 
sont les réseaux et les congruences. 

Un point de l’espace à n dimensions décrit un réseau si ses n coor- 
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données sont solutions de l'équation 


0?0 99 99 
dude du 

Nous réservons le nom de congruences aux systèmes doublement 
infinis de droites qui touchent deux séries de courbes, comme cela a 
lieu dans l’espace ordinaire. 

J'appelle réseau O un réseau dont les deux tangentes sont rectan- 
gulaires; congruence O, une congruence formée par des droites nor- 
males à un réseau O. 

J'appelle réseau C, un réseau qui a le mème ds? qu'un réseau de 
l'espace a trois dimensions; enfin une congruence C est une con- 
gruence harmonique à un réseau O. (La définition des réseaux et con- 
gruences harmoniques est donnée au n° 6. ) 

Les réseaux p, C; p,O de l’espace à n dimensions sont respective- 
ment les projections de réseaux C; O de l’espace à n+p—1 di- 
mensions. 

On définit de même les congruences pC et pO. J’établis dans cette 
première Partie les relations générales qui existent entre ces divers 
éléments. 

Le premier Chapitre contient les propriétés générales des réseaux 
et congruences. Beaucoup des propriétés énoncées sont connues dans 
le cas de l’espace ordinaire; d’autres sont nouvelles. J’ai cru devoir 
les présenter, d'abord parce qu’il était nécessaire de démontrer 
qu'elles sont vraies pour l’espace à 2 dimensions; ensuite pour les 
réunir en un corps de doctrines. J'espère avoir simplifié cette théorie 
et introduit une terminologie qui facilite les raisonnements géomé- 
triques. 

Le deuxième Chapitre est consacré aux réseaux et congruences O. 
Le troisième aux réseaux et congruences C. Le lien entre ces deux 
théories est l’existence d’un déterminant particulier, que j'appelle 
déterminant orthogonal. Jai interprété ces déterminants successive- 
ment à trois points de vue différents. Enfin j'indique leur mode de 
formation de proche en proche. 

Le dernier Chapitre est consacré aux réseaux et congruences pO 
ou pC. 
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CHAPITRE I. 


RÉSEAUX ET CONGRUENCES DANS L'ESPACE A n DIMENSIONS. 


SOMMAIRE. 


1. Définitions relatives à l’espace à 2 dimensions. — 2. Réseaux. Réseaux parallèles. Réscaux-points. 
— 3. Congruences. — 4. Représentation sphérique d’une congruence. Congruences parallèles. - - 
3. Réseaux et congruences conjuguées. — 6. Réseaux et congruences harmoniques. — 7. Réseaux 
dérivés et dérivants. Congruences dérivées et dérivantes. — 8. Projections des réseaux et con- 
gruences. — 9. Propriétés spéciales relatives à l’espace à trois dimensions. Congruences parallèles 
à un réseau. 


1. Un point dans l'espace à 2 dimensions est défini par un systeme 
den nombres x,,æx,, ..., 2,, qu'on appelle les coordonnées du point. 
Le point dont toutes les coordonnées sont nulles est le point origine. 
La distance d de deux points M et M’ dont les coordonnées sont 
(r,, za, ...æ,) pour M et (2), 2,,...,2,) pour M’ est donnée par la 
formule 


' , a N ' 
(1) (rer X) +... +(0,- ra) = > (7, — ri)”. 
1 


Si les coordonnées d’un point M contiennent un paramètre variable 
au premier degré, c'est-à-dire si l’on a 


(2) 2, =a, + hey; ((=1,2,...,n), 


on dira que ce point décrit une droite; les n quantités «, sont les pa- 
rametres directeurs de la droite; quand la droite est donnée, ces 
paramètres directeurs sont déterminés à un facteur constant pres. 

Deux droites sont dites parallèles si leurs paramètres directeurs 
sont proportionnels. 

Elles seront dites perpendiculaires si la somme des produits des pa- 
rametres directeurs correspondants est nulle. 

ll est clair que par deux points passe une droite et une seule; que 
par un point on peut mener une parallèle à une droite et une seule, etc. 
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Si les coordonnées d'un point contiennent deux paramètres va- 
riables au premier degré, c’est-à-dire si l’on a 


(3) j= a; +hb;+ pe; ((=1,2,...,n), 


on dira que ce point décrit un plan. 
Un plan contient évidemment une infinité de droites; les parametres 
directeurs de ces droites sont de la forme 


a = b+ PCis 


où p est arbitraire. Toute droite ayant de tels paramètres directeurs 
sera dite parallele au plan. 

Une droite est perpendiculaire a un plan si elle est perpendiculaire 
a toutes les droites du plan. La droite (2) et le plan (3) seront per- 
pendiculaires si l’on a les deux conditions 


n 


(4) Sabı=o, D acı= 0. 
I 


1 


Il est clair qu'un plan est défini soit par trois points, soit par deux 
droites qui se coupent, soit par un point et une droite. 


2. Si les coordonnées (x,,æ,,...,æ,) d'un point M sont fonctions 
d’un seul parametre u, on dira que ce point décrit une courbe; la 


droite passant par M et dont les parametres directeurs sont ze, est la 


tangente a la courbe enM. 

Si les coordonnées (2,, 27, ...,2,) d’un point M sont fonctions de 
deux paramètres u et v, on dira que le point M décrit une surface. Si 
on laisse fixe l’une des variables z ou v, on aura une courbe tracée sur 
la surface; l’ensemble de toutes ces courbes forme ce que j'appelle 
un système de courbes. Par chaque point de la surface passent deux 
de ces courbes; les tangentes à ces courbes sont les tangentes du 
système; le plan formé par ces deux droites est le plan tangent à la 
surface ou au système. Toute droite, menée par M perpendiculaire- 
ment à ce plan, est dite normale à la surface. 

Je dirai que le système de courbes est un reseau, si les n coordon- 
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nées (X,,%2, ..., &, ) sont solutions d’une équation de la forme 


079 09 00 
(9) du de Ju + I 


P et Q étant des fonctions de wu et ¢. 

Deux systèmes correspondants sont dits paralleles si les tangentes 
correspondantes sont parallèles. Soient M(a,, %,..., 2%,) et 
M'(x,, æ,, ...,æ,) les deux points qui décrivent des systèmes pa- 
rallèles. On devra avoir 








085 pd 

du du 
(6) Oz" Or, (!=1,2,...,R). 

oe — Oe 
En égalant les deux valeurs de oe, on trouve que x,,æ,,...,x, 
sont solutions de l’equation 

oh all 

a ag Ta du d6. 
/ due h—touth—low 
donc 


Les seuls systèmes de courbes qui admettent des parallèles sont les 
reseaux. 


Nous avons laissé de côté le cas où A et / seraient constants et 
égaux, dans ce cas la droite MM’ passerait par un point fixe I et le 


IM | | | 
rapport iW serait constant. Les deux systemes seraient homothe- 
liques. 


Réciproquement, tout réseau est parallèle à une infinité d’autres. 
Supposons, en effet, que les coordonnées d’un réseau soient solu- 
tions de l'équation (5). Determinons deux fonctions A et / par les 
équations 
oh , 


4 
al 
du — Oh — 0). 


(8) 
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Les équations (6), qui sont compatibles, definissent un réseau pa- 
rallele au reseau donne. 

La résolution du systeme (8) est équivalente à celle de l’adjointe 
de (5). 

Si Pon suppose que, dans les équations (8), les solutions A et / 
tendent vers zéro, les formules (6) montrent que la surface corres- 
pondante se rapprochera d’un point fixe. En passant a la limite, nous 
obtiendrons un réseau, que j'appelle le reseau-point parallele au 
réseau donné. Ce réseau peut être défini ainsi : Soient MR, MS les tan- 
gentes du réseau donné; menons par un point fixe O (le point origine 
par exemple) des droites Or, Os parallèles à MR et à MS. A chaque 
systeme de valeurs de u et », on fait correspondre un couple de deux 
droites Or, Os. C’est ce couple qui caractérise le réseau-point. 

Ce couple de droites ne peut pas être choisi d’une façon arbitraire. 
Prenons sur Or et Os des points quelconques P et Q; soit (6,,4,,...,5,) 
les coordonnées de P; (n,, No, -- +s Na) celles de Q. On aura 


{ Ox; 
| = D 

(9) ‘ dr, i= (1,2, 2.,, 7). 
ur 


En tenant compte de l’équation (5) on en deduira des relations de 
la forme 


Freie Tin Bn;, 
(10) 3 
ON pr. 
| du Ci + Du, 


Ainsi quand ¢ varie seul, les tangentes aux trajectoires de tous les 
points de Orse trouvent dans le plan Ors; il suffit d’atlleurs que cette 
propriété soit réalisée pour un point de Or pour qu'elle le soit pour 
tous les autres. Méme résultat pour les points de Os quand u varie seul. 

Ces deux conditions sont suffisantes. Supposons les conditions (10) 
satisfaites. Posons 


(11) Ox, 
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Les conditions (11) seront compatibles si l’on a 


Ov 
(12) aL 
Ou 


ce qui montre qu'il y aura une infinité de réseaux parallèles au réseau 
point. 

La propriété qui vient d’être énoncée pour les réseaux points s’etend 
aux réseaux quelconques. 

Soient, en effet, (M) un réseau (ig. 1); MR et HS les tangentes du 


Fig. 1. 





réseau quand uw et » varient; prenons, suivant une loi quelconque, un 
point P sur MR. Les coordonnées du point P sont de la forme 
OL; - 
Xo aj+ha ((=1,2,...,n). 
Differentiant et tenant compte de (5), on aura des relations de la 


forme 
OX, __ Ox; Ox, 
Oo “ga +P 77 


((=1,2,...,n); 


ce qui montre que la trajectoire de P, quand ¢ varie seul, est dans le 
plan RMS; méme conclusion pour la trajectoire d’un point quelconque 
Q de MS quand u varie seul. 


3. Comme dans l’espace à trois dimensions, nous appellerons sur- 
face developpable dans l’espace à n dimensions le systeme oo? de points 
situé sur les tangentes à une courbe. 

Nous réserverons le nom de congruence aux systèmes oo? de droites 
qui peuvent se répartir en deux séries de développables. 

Ann. de l’Ec. Normale, 3° Série. Tome XIV. — Décumpre 1897 60 
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Dans tout ce qui va suivre, sauf indication contraire, les paramètres 
u et v qui définiront la position d’une droite de la congruence sont 
ceux qui restent fixes, quand la droite décrit l’une ou l’autre dévelop- 
pable. 

En faisant cette hypothèse, il est facile de trouver les conditions 
auxquelles doit satisfaire la droite pour décrire une congruence. 

On peut représenter la droite par les (n — 1) équations 


(13) 27 = AL, + pi (t= 2,3,..., A). 


Il faut que l’on puisse choisir x, de telle sorte que, si u varie seul, 
le point, dont les coordonnées (x,, 7,,...,2,) sont données par la 
formule (13), décrive une courbe tangente à la droite. 

Ceci exige que l’on ait 











Op: OP OP 

du du du 
(14) — Li — da, ur da, da, 

Ou Ou du 


Ceci nous donne 7 — 2 conditions entre les coordonnées de la 
droite; ces conditions étant remplies, les formules (13) et (14) don- 
nent les coordonnées du point où la droite touche son enveloppe. Ce 
point sera aussi appelé foyer de la congruence. 

En faisant varier v, on aurait un deuxième foyer et une deuxième 
série de conditions 








Ops OP 

de dv 
(15) TA Ga, een da, 

de de 


On voit qu’en somme il faut 27 — 4 conditions pour qu’une droite 
décrive une congruence; ce nombre se réduirait à 22 — 6 si l’on ne 
spécifiait pas les paramètres des droites de la congruence. 

Les surfaces décrites par les foyers sont les focales de la con- 
gruence ; les plans tangents à ces surfaces en sont les plans focaux; 
aux développables de la congruence correspondent des réseaux sur les 
focales. Inversement les tangentes à une série de courbes d’un réseau 
forment une congruence. Je n'insiste pas davantage sur ces propriétés, 
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qui sont analogues aux propriétés bien connues relativement à l’espace 
à trois dimensions. 

Interprétons maintenant les conditions (14) et (15). On en déduit 
facilement que les n — 1 quantités p,, ..., p, satisfont à une même 
équation de la forme 





20 _D0 6%. 
du dv du dv 


(16) 

Or ces quantités p,, ..., p, sont les coordonnées du point d'inter- 
section de la droite de la congruence avec l’hyperplan x, = o. Parun 
changement de coordonnées cet hyperplan peut devenir un hyperplan 
quelconque. Donc : 


La trace de la droite d’une congruence sur un hyperplan quelconque 
décrit un reseau. 


Il résulte aussi des équations (14) et (15) que les r — 1 quantités 
Az, «+, 4, Satisfont à une autre équation aux dérivées partielles de la 
forme (16); remarquons maintenant que les paramètres directeurs de 
la droite sont: 1, @,, ...,a,; ces paramètres satisfont donc à une 
même équation de Laplace; il en sera de même si l’on multiplie ces 
paramètres par un même facteur. Donc : 


Les paramètres directeurs X,, Xa, ..., X, d'une droite d'une con- 
gruence satisfont à une équation de la forme 
010 09 09 
(17) jude pg 729, rt 
Cette propriété peut étre transformée facilement. Prenons sur 
chaque droite de la congruence, d’une facon absolument arbitraire, 
deux points A et B dont les coordonnées homogènes sont respective- 
MENE Dy, ..., Las Lag, CL Vis Vas +++» Yn+ı, POSONS 


(18) Xun = 








Les paramètres directeurs de la droite sont 


Xi,n4 1 Xo nti ...;7 Xa nts 
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et satisfont à une équation de Laplace E,,,. Comme rien ne distingue 
les diverses coordonnées, on peut dire les n quantités 


X kzi (kK=1,...,n+1). 


satisfont à une même équation de Laplace E.. 

Il est inutile, pour le but que nous poursuivons, de rechercher les 
relations qui existent entre ces diverses équations. 

Il reste à caractériser les systèmes de courbes décrits par les points 
d’une droite de la congruence. Soit P(y,, yo. ..., y,) un point de la 
droite; les coordonnées du foyer F seront de la forme 


(19) 3 = yit AX; ((=1,2,...,n). 


Pour que ce point soit foyer il faut que 


03; _ 
(20) Du — hX,, 


ce qui donne 
OY: OX; On 
AXi= Gat oa + oa Xe 


ou bien 





oy; OX, où 
Ju —— À du +(1- 5) X;, 


expression qui est de la forme 


OY; Bu OX; 
du ou BR 
On peut raisonner de même pour le second foyer. 
On voit en somme que le systeme (P) décrit par un point de la con- 


gruence est tel que l’on ait 


Oy: AIX | py, 


Ou Ou 
(an) dy ox 
ES t’* | 
Qe dv + DX,. 
d° y: 


Égalons les deux valeurs de — et tenons compte de l’équation 
du dv 
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(17), on aura 
OA 


AP + — — CP + D, 
Ov 
5 ac 
(22) AQ + B = CQ +) 
OB on 


Réciproquement, si les conditions (17), (21), (22) sont satisfaites, 
la droite, dont les paramètres directeurs sont X;, menée par le point P 
de coordonnées y;, décrit une congruence. 

Dans le cas particulier où R est nul, ona 


0B aD. 


(23) de Ou? 


cette remarque nous sera utile plus tard. 


4. Soient (C) une congruence; C une droite de cette congruence; 
menons par l’origine une droite C’ parallèle à C; nous obtenons ainsi 
un système de droite (C’) dépendant de deux paramètres. Un tel sys- 
tème est appelé la représentation sphérique de la congruence (C). 

Ce système (C’) n’est pas un système quelconque doublement infini 
de droites passant par l'origine. 

En effet, soient X,, X,, ..., X, les cosinus directeurs de C qui satis- 
font à l'équation (17). Il existe sur C’ un point A ayant pour coordon- 
nées X,,..., X,. Soit alors 0 une solution quelconque de (17). Posons 


Le point p de coordonnées (&,,...,&,) décrira un réseau; ce point est 
d’ailleurs situé sur la droite C’. Donc : 


Sur les droites de la représentation sphérique, il existe une infinite de 
points qui décrivent des reseaux. 


Inversement : 


Le système des droites qui joignent l'origine aux points d’un réseau est 
la représentation sphérique d’une infinite de congruences. 
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Nous pouvons dire aussi pour simplifier que chacun de ces réseaux 
est la représentation sphérique de la congruence. 

Deux congruences sont dites parallèles, lorsque les développables 
se correspondent et que les droites correspondantes sont parallèles. 


Deux congruences parallèles ont même representation sphérique. 


Il est clair que si l’on connait une congruence, on a par cela même 
une représentation sphérique. La recherche des congruences parallèles 
à une congruence donnée est donc identique à celle des congruences 
qui ont une représentation sphérique donnée. 

Donnons-nous alors les quantités X,,..., X, qui satisfont à l’equa- 
tion (17). Déterminons un système quelconque de courbes (P) décrite 
par un point P de la congruence cherchée. Il faudra déterminer quatre 
fonctions À, B, C, D satisfaisant aux trois équations (22); puis les 
équations (21) donneront les coordonnées du système (P) à l’aide 
de quadratures. 

Supposons, en particulier, que l’on prenne pour système inconnu 
(P) le système décrit par le point milieu des foyers, système que nous 
appellerons le système central. Il faudra poser (19) 


A=—), =). 
Les deux premieres équations (22) donnent 


, _ ob _ dv 
(24) B= 7, + 2AQ, C=— 5, — 24P. 


La troisième équation (22) donne ensuite 


. a), an an aP  0Q _ 

(25) aude TPG, +05, +4 (5 + Go —R)= 0. 

La résolution de cette équation permet d'obtenir toutes les congruences 
qui ont une représentation sphérique donnée. 


5. Un réseau et une congruence sont dits conjugués, si le point qui 
décrit le réseau se trouve sur la droite qui décrit la congruence et si 
les courbes du réseau correspondent aux développables de la con- 
gruence. (Nous excluons de cette définition les réseaux focaux.) 
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Nous savons déja (n° 3) que les traces d’une congruence sur un 
hyperplan décrivent un réseau; ce réseau est évidemment conjugué 
a la congruence. 

De méme les droites qui joignent un point fixe aux points d’un 
réseau décrivent une congruence conjuguée au réseau. 

La théorie des réseaux et congruences conjugués repose sur les trois 
propositions suivantes : 


1° Chaque congruence est con, uguée a une serie de réseaux parallèles 
a l’un quelconque des reseaux de la représentation sphérique. 


En effet, soit A(&,,...,6,) un réseau de la représentation sphérique. 
Les n fonctions &,,..., 5, sont solutions de l’&quation 


KA — 99 + Q 9°. 
dudv du ov 
Prenons sur la congruence un systeme quelconque P(y,,...,7,);, on 
aura (21) 
Yi a , pe, 


(26) du gu 
2 
OY: _ h dE 
Qe C dv + DE, 
avec la condition (23), 
aB _ aD 
dv du 
Ce qui permet de poser 
— 9p Op 
B — Ou de’ 


p étant déterminé à une constante près. Prenons alors sur la droite de 
la congruence un point M ayant pour coordonnées 


r= Yi— phi 
on aura 
Ox; __ _ dË; 
a) Qu = (A Pa 
#7 Ox; (C I, 
de P dv 


Le système (M) étant parallèle à (A) est un réseau (n° 1). En faisant 


480 C. GUICHARD. 


varier la constante qui entre dans p, on obtient une série de réseaux 
conjugués parallèles à (A). Soicnt M et M’ deux de ces réseaux; les 


projections de MM’ sur les axes sont 


KE,, KE, ..., Ki. 


et par conséquent 
MM’— K.OA, 


K étant une constante. 


2° On oblient ainsi tous les réseaux conjugués à la congruence. 


Cherchons en effet dans quel cas le système (P) défini par les 
équations (21) est un réseau; d’abord, P n’etant pas placé à l’un des 
foyers, A et C sont différents de zéro. On pourra d’abord multiplier 
toutes les quantités X;, par un même facteur A, de façon à faire dispa- 
raitre le coefficient B : 11 suffit pour cela que l’on ait 


Oh 
BA=A- . 


Ce qui détermine A à un facteur pres qui est fonction de v. On a donc 


| Oy; _, OX; 
(28) du du (i 
2 ( i=1,2,.. 
OY: _ Xi - 
d CD + PA 


Les conditions (22) deviennent ici 





AP + OA =CP-+D, 
dv 
ac 
(29) AQ=CQ+ — 
AR = CR + aD 
du 


Il faudra que l’on puisse trouver P, et Q, tel que 


OY: _p Ii OY i 
(30) dude — Pie + 2G," 





On trouve 


yf). 
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Égalons dans les deux membres de (30) le coefficient de X;. On aura 


__ AQ 
AR — —P 
ou 
(31) CR= DQ. 


L’equation (31) peut être satisfaite de plusieurs manières dilfe- 
rentes : | 


I. En posant 
R = 0, D — o, 


Les équations (28) deviennent 








OY; — À aX; 
— À > 
; du ou 
(28) 9 
ii OX; 
de Oe 


Ce qui montre que le réseau (P) est parallele au réseau (X,) de la 
représentation sphérique. 
IT. En posant 
R = 0, Q =. 
Les équations (29) donnent alors 


ac a _,, 
du" 
, ) . 
Cet D et par conséquent 2 est fonction de ¢ seul; nous retomberons 


sur cette propriété dans le cas général. 
III. Laissons de côté les hypothèses I et II. On déduit de (29) 


(32) I ou _ op, 


Les équations (31) et (32) donnent 


1 OC 1 aD 
C du D au 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Déceunre 1897. 61 
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D . eT 
Le rapport & est fonction de v seul, on pourra alors multiplier les 


quantités X; par une même fonction de ¢ seul, de façon à ramener les 
équations (28 ) à la forme ( 28’); ce qui démontre le théorème. 


3° Les droites qui joignent deux réseaux parallèles décrivent une con- 
gruence conjuguée par rapport a ces réseaux. ( RIBEAUCOUR. ) 


Soient (M)(x,,...,x,) et N(y,,...,7,) deux réseaux parallèles. 
On aura 











| OY: — } Ox; 
| du Ou 
(33) (¢=1,2,...,2) 
Ovi, 9X: 
Ov dv 





Un point quelconque de la droite MN a pour coordonnées 


sem ty 2), 








d'où 
Os; _ Ox; Oh | x) 
du du du ti is 
Os; __ OX; On 
» = oe (ibe A) + Gy, (Yi di). 
En prenant À — — on a le premier foyer, puis on obtient le second 





en prenant À = + ;» ce qui montre que la droite MN décrit une con- 


gruence rapportée à ses développables. 
Des trois propriétés qui viennent d’être établies découlent les conse- 


quences suivantes : 


On obtient toutes les congruences conjuguées à un réseau en joignant 
les points de ce réseau à ceux d’un réseau parallele. 

La representation sphérique d'une congruence conjuguée à un réseau 
est un réseau parallele au réseau donne. 


Done :- 


Si deux réseaux sont parallèles, toute congruence conjüguee à l'un est 
parallèle à une congruence conjuguée a l'autre. 
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St deux congruences sont parallèles, tout réseau conjugué à l’une est 
parallele a un réseau conjugué a l’autre. 


Enfin on démontre facilement la propriété suivante, qui, dans le 
cas de l’espace à trois dimensions, est due à Ribeaucour : 

Pour que le sysième central soit un réseau, ul faut et il suffit que l’equa- 
tion à laquelle satisfont les paramètres directeurs soit a invariants égaux. 

Les coordonnées de ce réseau satisfont aussi à une équation a inva- 
riants égaux. 


Nous donnerons le nom de congruences de Ribeaucour à ces con- 
gruences spéciales. 


6. Un réseau et une congruence sont dits harmoniques lorsque les 
foyers de la congruence sont sur les tangentes du réseau. Le systeme 
a alors la disposition indiquée par la fig. 2 où nous indiquons sur 


Fig. 2. 





chaque courbe le paramètre qui varie quand on se déplace sur cette 
courbe. 

Déterminons d’abord toutes les congruences harmoniques à un ré- 
seau. Soient (x,, ..., æ,) les coordonnées d’un point M du réseau qui 
satisfont à l'équation 
0° 5 04 05 
OY —pT 17. 

(34) dude On +Q ov 

Les coordonnées des points R(X,,..., X,) et S(Y,,..., Y,) sont 

de la forme 
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En tenant compte de l'équation (34) on trouve 


OX; __ Ox; Oh Ox; 


Ecrivons que la courbe décrite est tangente à RS. On aura 


oh 


— __— — > — D? — 
I; —hIP+h—ItQ=o 
ou bien 
o/ı I I I 
On aurait de même pour le point S 
o/ı I 1 I 


La comparaison des équations (35) et (36) donne 


d (ı\  d/fi1 
a (x) = au) 


ce qui permet de poser 


L’une ou l’autre des équations (35) et (36) donne 





Ao __,0v 09 
dudv urn 


On arrive donc au résultat suivant (DarBoux, Leçons ) : 


Pour obtenir les congruences harmoniques au réseau (M) on prend une 
solution quelconque Ô de l'équation (34); les coordonnées des foyers de 
la congruence cherchee sont 


_ Gg Ox; 

(R) K,=2— 06 du 
du 

6 Ox; 

(S) Y; = 2,;— 06 ov 
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Si deux réseaux (pouvant appartenir à des espaces quelconques dont 
le nombre de dimensions n’est pas forcément le même), correspondent à 
la même équation de Laplace (34), ces réseaux seront appelés corres- 
pondanis. Les congruences harmoniques qui correspondent à une 
même solution § seront appelées congruences harmoniques correspon- 
dantes. 

Les paramètres directeurs (Z,, ..., Z,) de la droite RS sont 


(35 1, — 99 9%: _ 99 Oxy 
7) “— Jp du ou OP 


Il est facile de former l’équation à laquelle satisfont les paramètres 
directeurs Z,, Z,, ..., Z,. En tenant compte de l'équation (34) et de 
celles que l’on en déduit par différentiation on trouve 











Ji OF Oa, (ILL Mi 
du” dr du det a) Ow Ov Ou 
hy 09 dane (98D | AH) dr 0 du, 
ov du Os"? on 70 Ou "du Ov 
7; _ 0 x; (074 09 x; (079 40 05 
Jude — xa (Gar + Se) oat (3e du 


Ox; 0? 6 dQ ) 
+ lo ( ++ 2PQ) 5, | 
dr; [ ,, 079 dQ un\ 99 
- Fp wat (Ge + Ge +2 PQ) =|: 


On voit alors que Z,, ..., Z, sont solutions de l'équation 


0:7 02 07, 
Jade Pt Gg + ge + RP 
où l’on pose 

076 

dv? 

09 

dv 

036 

du 2 

Q=Q + 


du 





P, = P+ 


0 
R= D + + PO— PQ: 
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donc : 


Les paramètres directeurs de deux congruences harmoniques correspon- 
danies satisfont à la méme équation de Laplace. 


L'expression de Z; donne immédiatement le théorème suivant : 


St deux réseaux sont parallèles, toute congruence harmonique à l'un 
est parallèle à une congruence harmonique a l’autre. 


Le théorème subsiste, évidemment comme cas limite, dans le cas où 
l’un des deux réseaux est un réseau point. On peut aussi le vérifier 
facilement par un calcul direct. 

Si l’on augmente 6 d’une constante, la droite RS se déplace paral- 
lelement à elle-même; on obtient ainsi une serie de congruences har- 
moniques paralleles. 

Si Pon prend la solution 0 = x,, on trouve 


X, = O, Y, =o. 
Les points R et S sont les traces des tangentes du réseau sur l’hyper- 
plan x, = 0; en faisant un changement de coordonnées on en déduit : 


9 e e 9 r 
L'intersection du plan tangent (d'un réseau) avec un hyperplan quel- 
conque decrit une congruence harmonique au reseau. 


Si deux réseaux sont correspondants, à l'intersection de l’un avec 
un hyperplan correspond sur l’autre une congruence harmonique. 
Les coordonnées X, de R peuvent s’écrire sous la forme suivante 





geri 8 
x, — du "gu 0? 
“| | 
Sa 
Si l’on pose alors 
, Ti; ’ 
Ti — 9’ Pasi 9’ 
on aura 
Ox; 
- _ du … 
ME Gun? 
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de même 


Alors les coordonnées homogènes des points M, R, S sont 


(M) wy ces y dou 
dr, Tn+ 

(R) du ? 9 ‘9 ou 
OX, VERTE 

(S) 7 co ce Et 


487 


' 


Les fonctions x, ..., &,,, satisfont d’ailleurs à une équation de la 


forme (34). 

Cherchons maintenant les réseaux harmoniques 4 une congruence 
donnée. Soient (g) une congruence, / et /’ ses foyers; joignons un 
point fixe O aux foyers; on obtient ainsi un systeme de droites Of, 
Of’. Quand u varie seul, la trajectoire de f est tangente à ff" et par 
conséquent située dans le plan Off". Méme conclusion pour la trajec- 
toire de f’ quand v varie seul; donc (n° 2): 


Les droites qui joignent un point fixe aux foyers d'une congruence 
forment un réseau point harmonique à la congruence. 


Soient maintenant (G) une congruence quelconque, F et F’ ses 
foyers, u un réseau harmonique (ig. 3). 


Fig. à 





Soit O le réseau point parallèle à u; il existe une congruence (g) 
harmonique à O et parallèle à (G). 
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Soient fet /’ ses foyers. La figure FF’ est semblable a O//’. Done: 


Tout réseau harmonique d'une congruence est parallele au réseau point 
qui est harmonique à l'une des congruences parallèles a la congruence 


donnee. 


Il reste à démontrer que la construction précédente, appliquée à 
l’une quelconque des congruences (g) parallèles à (G), donne bien un 


réseau harmonique à (G). 


Soient (£,, 62, ..., £,) les coordonnées d’un réseau (A) qui sert de 
représentation sphérique à (g) et à (G). Ces quantités satisfont a 


l'équation 
| 09 09 05 
(38) au ar de 





Prenons sur g et G des points m(x,,...,æx,), M(X,, ,.. 


qui décrivent des réseaux parallèles à (A). On aura 





Or; __ d£; OX; __ 0; 
30) | Go = aS On on? 
“9 | Ir _ Ri IK _ y di 
| ov av’ av dv” 
avec les conditions 
oe =—P(h—), D = P(II—L), 
(40) ) al aL 
g= (OA - 4), = QUH—-L). 
Les coordonnées des foyers /, /’, F, F sont 
(f) Vix Zi hi, 
(f') sj LF, lz, 
(F) Y,;= X,— Hé, 
(F’) Z;=X;— Li. 


En différentiant et en tenant compte des conditions (40), ona 


OY; __ dä; ,) OY; _ 05: . 
M=u-n(&-r) Me (ny (4 — Pe), 


du, 05; :) di Oz; :) 
Fe = Ch — 1) (SE — Si = (HAL) (SE — QE . 


4 
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ou bien, en posant 





, —__ H—L 
— h—1 
on aura 
OV; _ 5 dv: 
ov dv” 
(41) ( 
| oe: — 7 9,5, 
du du 


Prenons alors le point x, dont les coordonnées (¢,, 02, ..., &n) sont 


= Y‚— Ayi= Zi— À5;, 


on aura 
Gi __,M 
, ov >! ep” 
(42) < ot; Où 
du "du 


Ces équations montrent que le point w décrit un réseau harmo- 
nique à (G). On voit que la recherche des réseaux harmoniques à une 
congruence est identique à celle des congruences parallèles à la con- 
gruence donnée. Il résulte de tout ce qui précède la proposition sui- 
vante : 


St deux congruences sont parallèles, tout réseau harmonique a l’une 
est parallele à un réseau harmonique à l autre. 


7. Soit (M) un réseau, u un point du plan tangent au réseau; si te 
point x décrit un réseau (4), nous dirons que le réseau (u) est de- 
rivé du réseau (M), et aussi que le réseau (M) est le réseau deriwant 
de (u). Les réseaux dérivants peuvent être définis comme l'enveloppe 
de plans passant par les points du réseau dérivé, ces plans étant 
choisis de telle sorte qu'ils enveloppent un réseau. On voit, d'après 
cela, que, dans l’espace à trois dimensions, les deux problèmes de la 
recherche des réseaux dérivés et dérivants sont polaires réciproques 
l’un de l’autre. 


St deux congruences (G) et (G,) sont harmoniques à un même re- 
seau (M), le point de rencontre (uw) de G et G, décrit un réseau dérive 


de M (fig. 4). 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Decemsre 189. 62 


490 C. GUICHARD. 


Nous donnerons de ce théorème deux démonstrations, l’une géo- 
métrique, l'autre analytique. 

ı° Soient R, S les foyers de (G), (R,, S,) ceux de (G,); il existe 
une congruence R,, S, harmonique à M et parallèle à (G,); soit w le 





point de rencontre de R, S et R,, S,; quand u varie seul, le point u. 
décrit une courbe dont la tangente est l'intersection des plans focaux 
de R, S et R,,S,; de même, la tangente à la trajectoire de w’ est l’in- 
tersection des plans focaux de R, Set R,, S,; ces tangentes sont donc 
paralleles; méme conclusion quand v varie seul. Les systemes de 
courbes (14) et (w’) étant parallèles sont des réseaux ; ce qui démontre 
le théoreme. 

2° Soient 4 et 0, les solutions correspondantes aux congruences R,S 
et R,, S,. Les coordonnées d’un point quelconque u du plan tangent 
a M sont de la forme | 

, Ox; Ox; 

(43) Xi eit ha TRS: 

Pour que ce point se trouve sur les droites R, S et R,,S,, il faut 
que l'on ait 





G G 

0 = À 472 + pe, 

ry du ds 
(44) 

lo=5 FLUR N, 

Gag de PR 


Les expressions (43) sont des expressions que M. Darboux appelle 
des expressions (m,n). (Leçons sur les systèmes vrthogonaux, etc., t. 1.) 

Ces expressions s’annulent pour deux solutions particulières 9 et 0, 
de l’équation (34); donc, les quantités x, satisfont aussi à une équa- 
tion de la méme forme. 


SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTEMES CYCLIQUES. 491 


Cette démonstration met immédiatement en évidence le résultat 
suivant : 


Le théorème précédent permet d'obtenir tous les réseaux derives 


de (M). 


Si l’on prend la congruence harmonique correspondant à la solu- 
tion 0 + K0,, où K est une constante quelconque, on voit que cette 
congruence passe par wu. En faisant varier la constante K, on obtient 
une serie concourante de réseaux harmoniques. 

Il est évident que : 


Tout reseau conjugué d'une congruence harmonique a (M) est dérivé 
de (M). 
Inversement, de ce qui précede résulte : 


Tout réseau dérivé de (M) est conjugué a une série concourante de 
congruences harmoniques a (M). 


Passons à la recherche des réseaux dérivants un réseau donné. On 
peut déjà énoncer le résultat suivant : 


Tout réseau (M) derivanı (u.) est harmonique a deux congruences 
conjuguees a (li). 


Inversement: 


St (G) et (G,) sont deux congruences conjuguees par rapport au re- 
seau (u.), le plan G, G, enveloppe un réseau (M), qui est évidemment 
réseau dérivant (uw). 


Fig. 5. 


G, 





En effet, soit g un réseau de la représentation sphérique de (G) 
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parallele a (m); menons par g une droite gg, parallèle a G,; cette 
droite décrit une congruence (n° 5); soient fet f’ ses foyers; le plan 
G, G, étant parallele au plan O ff’ enveloppe un réseau harmonique 
a (G,) (n°6); ce réseau est de même harmonique à (G), ce qui dé- 
montre le théorème. 

Une congruence (G) sera dite dérivée d’une congruence (H), si (G) 
est conjuguée à l’un quelconque des réseaux harmoniques à (H). 
Nous dirons aussi que (G) est une congruence derivant (H). 


THéoRÈME. — Les droites qui joignent deux réseaux (M) et (N), har- 
moniques à une congruence (H), forment une congruence (G) dérivée 


de (H) (fig. 6). 


Fig. 6. 





Ce théorème peut être démontré géométriquement ct analytique- 
ment : 

1° Quand u varie seul, les plans tangents aux surfaces réglées dé- 
crites par G en M et N sont le plan GR, donc G décrit une dévelop- 
pable; même conclusion quand ¢ varie seul; donc G engendre une 
congruence conjuguée aux réseaux (M) et (N). 

2° On peut choisir les coordonnées homogènes (x,,...,x,,,) de M 
de façon que celles de R et S soient (n°6) 











Ox, OL, Ol n+1 
(R) du”  ” du? du 
x Or, OL pn OL n+: 
(5) Ov’ ae 


De même, on peut choisir les coordonnées homogènes de 


N (Yır 0+ +9 Yns Yn+1) 
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de telle sorte que celles de R et S soient 








Oy, OY n OY n+! 
(R) du >] °°) Ou Ou 2 

dr: OYn dy n+} 
(3) go? er Ta Oe” 


On aura donc 


Ovi _ OX 
ay alto, 

(45) À On de, (£—1,2,...,n,R +1). 
ov dv 


Un point quelconque de la droite MN a pour coordonnées homo- 
genes 


d'où 
| dr: — 7, 9% (n+ hy om, 
(46) Ou du Ou 
ae top Oe 


On obtient les deux foyers de la congruence en faisant successive- 
mentA=—h,A=—/. 

Si maintenant on suppose A constant, le point ( y;) décrit un réseau 
harmonique à (H). Il existe donc, sur la congruence dérivée (G), 
une série de réseaux conjugués à (G) et harmoniques à H. 

On démontre facilement que le théorème précédent permet d'ob- 
tenir toutes les congruences dérivées de (H). 


TutonEme. — Sc (M) et (N) sont deux réseaux conjugués à la con- 
gruence (G), la droite d intersection de ces deux réseaux décrit une con- 
gruence H derivant (G). 


Soient R et S (fig. ©) les points d’intersection des tangentes des ré- 
seaux (M) et (N). Quand ¢ varie seul, la tangente à la trajectoire de R 
est dans les plans tangents aux réseaux (M) et (N) (n° 2); c’est done 
la droite RS; même résultat pour S quand u varie seul. H décrit donc 
une congruence qui, évidemment, est une congruence dérivant (G ). 

On montre facilement que ce théorème permet d’obtenir toutes les 
congruences dérivant une congruence donnée. 
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Enfin, il résulte de ce qui précède les conséquences suivantes : 


Si deux réseaux sont parallèles, chaque réseau dérivé de l’un est paral- 
lèle a un reseau dérivé de l'autre. 

Même résullat pour les réseaux derwanis. 

St deux congruences sont parallèles, chaque congruence dérivée de 
l'une est parallele à une congruence derivée de l'autre. 

Même résultat pour les congruences derivant. 


8. Nous aurons souvent à projeter des figures sur un hyperplan, 
ce qui permet de passer d’un espace à 7 dimensions à un espace an — 1; 
on peut aussi faire l'inverse. On peut toujours supposer que l'hyper- 
plan sur lequel on projette ait pour équation æ,— 0; si alors x,, 
Tas +. L, sont les coordonnées d'un point M de l’espace à x, le 
point m, qui, dans l’espace ar — 1, a pour coordonnées x,, Lo, ..., 
zh, est appelé la projection de M. 

Il est clair que la projection d’un réseau est un réseau. Inversement, 
si un réseau est donné dans l’espace à 2 — 1, on aura le réseau proje- 
tant en prenant pour =, une solution quelconque de l'équation à 
laquelle satisfont æ,, ...,æ,_.. 

Les équations de condition (14) et (15) (n°3) montrent immédia- 
tement que la projection d'une congruence est une congruence. 
Les projections des foyers sont les foyers de la projection. 

Supposons qu'inversement on veuille trouver la congruence pro- 
jetante d'une congruence donnée. Dans les formules (13) (n° 2), on 
connaît @,, ..., An-ı» Pas ces Pas Il reste à déterminer a, et p,. On 
prendra pour a, l’une quelconque des solutions de l'équation à laquelle 
satisfont &,,...,4a,_,; puis, les égalités 


























OPn OPn-ı 
du _ du 
dan  dan-ı 
ou Ou 
OPn OPn-1 
dv av 
Oa,  Vas-; 
ov ov 


donneront p, par une quadrature. 
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Si un réseau et une congruence sont conjugués, il en est de mème 
de leurs projections. 

Inversement, soient (g) une congruence conjuguée au réseau (m) 
(fig. 7), G Pune quelconque des projetantes de (g); le point M de G 


Fig. 7. 





qui se projette en m décrit un réseau. En effet, il existe sur g un 
point m’ qui décrit un réseau parallèle à M, soit M’ le point projetant 
m’. Quand u varie seul, par exemple, les trajectoires de M et M’ sont 
dans l’un des plans focaux, leurs projections sont parallèles, donc ces 
tangentes sont parallèles. Les systèmes (M) et (M’) étant parallèles 
sont des réseaux. 

De même, si (M) est l’un quelconque des réseaux projetant (77), il 
existe des congruences (G) conjuguées à (M) et se projetant suivant (g). 
Tout revient à déterminer le réseau (M’) parallèle à M. Soient alors 
Lis Las. 2, les Coordonnées de M; y,, va. ..., v, celles de M’. Il faut 
déterminer y,. On a déjà 


O¥; — , Ou; 
du — du 
(1=Z1,2,..,2-1). 
dy: __ dr, 
av dv 


dVh dr, 
du du 
In GOT 
ov ds 


Ces équations sont compatibles parce que x, satisfait à la même équa- 
tion de Laplace que x,, ...,æ,_,: elles déterminent y, à une constante 
pres. Il y a une infinité de congruences satisfaisantes (G). 
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Les formules qui donnent les coordonnées X;, Y; des foyers R, S d’une 
congruence harmonique à un réseau montrent immédiatement les 
résultats suivants : 

Si un réseau et une congruence sont harmoniques, tl en est de même 
de leurs projections. 

Si le réseau (m) et la congruence (g) sont conjugués et si (M) est 
l’un quelconque des projetants de m, la droite G du plan du réseau 
qui sc projette suivant g décrit une congruence harmonique à (M). 

Si l’on se donnait (g) et (G), il existerait une infinité de réseaux (M) 
harmoniques à (G) et se projetant en m. Il suffit de déterminer la 
coordonnée x, de M; soient X, et Y, les coordonnées correspondantes 
des foyers de G. On aura 
Or, 








9 . 
Bn — PL du — Xn» 

du 

0 du, _ 
Cn 09 de = Y. 

dv 


Ces équations sont compatibles, si G se projette suivant g. La 
solution générale est de la forme 


TL — (Ta )o + Kb, 


K etant une constante arbitraire, ce qui donne une infinite de reseaux 


(M) satisfaisants. 
On pourrait donner des résultats analogues pour les réseaux ou 


congruences dérivés ou dérivants. 


9. Nous terminerons ce Chapitre par des propriétés qui ne s’ap- 
pliquent qu’à l’espace a trois dimensions. Nous dirons que 


Un réseau et une congruence sont parallèles si la droite de la congruence 
est perpendiculaire au plan du reseau. 


Soient (M) un réseau et (G) une congruence parallèles (fg. 8). 

Menons par un point fixe O, une droite Og parallèle 4G; soit a un 
point Og qui décrit un résean (a); prenons la polaire réciproque de 
la surface (a) par rapport à une sphère ayant son centre en O; soit (a) 
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cette polaire réciproque; le plan tangent à a est normal à (g). le réseau 
(a) est donc parallele à (M). Inversement, la polaire réciproque d'un 
réseau quelconque (x) parallèle à (M) est un réseau de la droite Og ; 
la droite O est d’ailleurs perpendiculaire au plan tangent en (a). 


Fig. &. 


Remarquons, «autre part, que les congruences conjuguées à (M) 
sont parallèles aux droites Oa; que les réseaux conjugués à (G) sont 
parallèles aux réseaux (a); donc 


St un réseau et une congruence sont parallèles, toute congruence con- 
Juguée au réseau est parallele a un réseau conjugué a la congruence et 
inversement. 


Soit maintenant G’ une congruence quelconque parallèle à (G); g’ 


x ' 


sa polaire réciproque; a g’ correspond un réseau point (u) dont le 


Fig. y. 





plan est perpendiculaire à (G’); c'est donc le réseau point de (M). 

Inversement, si (g’) est l'une quelconque des congruences harmoniques 

à (4), sa polaire réciproque (G’) est parallèle à G. A cette congruence 

G' correspond un réseau point (N’) formé par le plan OG’; ce plan est 

perpendiculaire à g’. Cela posé, remarquons que les congruences har- 
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moniques à (M) sont parallèles aux congruences (g’); que les réseaux 
harmoniques à (G) sont parallèles aux réseaux points (N°). Donc : 


Si une congruence et un réseau sont parallèles, toute congruence har- 
monique au réseau est parallèle à un réseau harmonique à la congruence 
el inversement. 


On obtiendrait des théorèmes analogues pour les réseaux et con- 
gruences dérivés ou dérivants. 


CHAPITRE IL 


RÉSEAUX ET CONGRUENCES 0. 


SOMMAIRE. 
10. Systeme de rotation dans l'espace à n dimensions. — 11. Déterminants orthogonaux. — 12. Pro- 
priété des éléments d'une colonne. — 13. Réseaux 0. — 14. Congruences O et HO. — 15. Projection 


stéréographique des réseaux O. 


10. Prenons un déterminant A à 7? éléments, qui sont les coeffi- 
cients d’une substitution orthogonale dans l’espace à x dimensions, 


Ei OH? ... GE 
1 2 n 
T T cee T 
(1) A= 2 2 2 
1 2 n 
In Th +: LR 


Les elements de ce determinant verifient les relations 


i=n i=n 


(2) Déri=r,  D(ar)(rk)=0o (KIM), 


ii izi 


d'où l’on déduit, comme l’on sait, les relations 


aman ier 


(3) Divan Llatat)=o (kW). 


i=l 1=! 
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Le déterminant A est égal 4 + 1. Supposons de plus que les éléments 
de ce déterminant soient fonctions de deux variables u et v. On pourra 
exprimer les dérivées des éléments d’une même colonne, en fonction 
linéaire et homogène de cette colonne, les coefficients ne dépendant 
pas de la colonne; on aura par conséquent des équations de la forme 


, Ox}, 
(4) =D pur! (A= 1,2,...,"); (C1, 2,...,2) 
=! 
el 
. f=n 
. Oz’, 
(5) = ALLE: 


Des équations (3), (4), (5) on déduit 


; or. . dr! 
| Pu N ak Ss qu= J re SE 


i i 


‘ _ ur Ir, _ : IX; 
| p= > = Ou’ qu= Das: 
\ 


i i 


(6) 


En différentiant les équations (3) on en déduit 


(=) ( Pkk= 0 Tkk= 9, 
‘ | Pki = Pu» Thi — ik. 

Ces quantités 2%, qu, ainsi définies, sont ce que nous appelons les 
rotations du déterminant (1). Elles sont analogues aux quantités intro- 
duites par M. Darboux dans le cas des déterminants à trois lignes. 

Si l’on différentie les équations (4) par rapport à », et si l’on rem- 


ox! . 
place dans le second membre les valeurs de = par leur expression 
, . dr! 9 . . 
donnee par les formules (5), on voit que £ s’exprime en fonction 
du dv 
Ü 


linéaire et homogene de az‘, z,) ..., x, , les coefficients étant indé- 


pendants de z. Si l’on differentie au contraire les équations (5) par 
2 ni 


rapport à u on obtiendra une nouvelle expression analogue pour Pee 
PP | XP guep duov 


Ces deux expressions doivent être identiques, puisqu'il ne peut pas 





~- 
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exister une même relation linéaire et homogene entre les éléments des 
colonnes de A. En écrivant ces identités nous obtenons les relations 
nécessaires qui doivent exister entre les rotations. Nous supposerons 
toujours que ces conditions sont satisfaites. 

On peut alors se proposer de déterminer les éléments de A connais- 
sant les rotations. Les éléments 2‘, x, ..., 2, dune même colonne 
satisfont aux systemes 


Or, 
(8) u = > Phil 


| Our 5. 
(9) = Daur 


Ces deux systèmes forment un système complet. Pour l'intégrer, on 
integrera d’abord le systeme (8) dans lequel on donne à # une valeur 
particulière quelconque; la solution générale contiendra, d'une façon 
linéaire, 7 constantes; on pourra prendre pour ces constantes des 
fonctions de ¢ telles que le système (9) soit satisfait. 

On reconnait, comme dans le cas de l'espace à trois dimensions, 
que toute solution des systèmes (8) et (9) est telle que 


> vi — const. 


SI Li, dus ces in, Æ, sont deux solutions de ces svs- 


tèmes, on a aussi 
Deere = const. 
Ck 
On en déduit que la solution la plus générale du problème posé se 
déduit d'une solution particulière, en effectuant sur les éléments de A 


une même substitution orthogonale à coefficients constants; c'est- 
a-dire que si x, x; sont deux systèmes de solutions, on aura 


af al xl + art +...+ ap arg. 


Nous donnerons le nom d'opération différentielle d'ordre n— 2 à la 
résolution complète des systemes (8) et (9) ou, ce qui revient au 
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même, à la determination des éléments de A connaissant les rotations. 
Si l'on connait une solution particulière des systemes (8) et (9) ou, 
ce qui est la même chose, les éléments d'une colonne de A, on pourra 
‘amener le probleme à un autre analogue dans l'espace Ar — 75 di- 
mensions; ainsi de suite; de sorte que le probleme s'achève par qua- 
dratures quand l'on en connait 2 — 2 solutions distinctes. 


Il. Nous allons prendre une forme spéciale du déterminant (x). 
Considérons un déterminant à (7 + 2) lignes; l'élément de la ligne de 
rang A et de la colonne de rang ¢ sera désigné par x} si An; les élé- 
ments de la (rn + re ligne seront désignés par 51, 32, ..., 2°?: 
enfin ceux de la dernière par 7', 7°, ..., +2, Nous mettons ainsi en 
évidence les deux dernières lignes qui jouent un rôle spécial. Nous 
supposons bien entendu toujours que les éléments de ce déterminant 
sont les coefficients d'une substitution orthogonale. Soit 


1 . ’ ‚n ‚n + | Pad - 2 
«2 1 id 1 t j a | a i 
a ry + 9 
r'} ", ry vy | a, - 
(10) A =_ 
1 n ed ‚22 
À a 1 a T n I n 1 7 
21 72 En nz! rate 
kn = = 
1! fi” i" 1" re | 7,” +2 


2 
Ir, a, 5 
du | 
(A: 1,9, ce ey MIS (CZ, eee MY 
Ich bya! 
—— TZ AG 
ov 


ee qui revient à dire que toutes les rotations py, sont nulles, sauf 
Phn+, qui est égal à a,; de même, toutes les rotations g,, sont nulles, 


. , ‘ , On; . 
SAUT denis qui est égal a d,. Il résulte de la que = ne contient au- 





egg — Oz, 
cune des quantités &/ , xy, ...,x,; il en est de même de 5. On pourra 
done poser aussi 

a=; 


— = Me: 
Ou > di 


NY 
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Il ne reste plus que les 2n + 2 rotations a,, b;, metn. On a alors 
les formules suivantes 


Or! 0, . . On! 
za, —=— a x, — mn! — m 
Ou KS Ou eek ’ Ou Eu 
(11) 
CES . Oz ; On; 2; 
en arm D De bere ne 


Pour que ce système (11) puisse exister, il faut que toutes les rela- 
tions qui existent dans le cas général puissent ici étre satisfaites; or 
on trouve, en différentiant, 





dx! __ dax F ;_ 0b, ; ; 

Jude — oe à Tann — du nit bxmëi, 

dre! u da; i j om 7 _ an ; , 

du dv + BG —m bx) Ty — Y'a bin! — dv n'+ mn: =" + mnË, 
k 

Orr! = 1 ob, ; a 2 

Jude a: man — > (SE du na) Ve — a in > a;br5" + mnn'. 


On arrive donc aux 272 + ı relations suivantes 





dar _ mb 
de om On 
(12) | db, dd ju > ab. =o. 
+ — Nay, 
Ou 


Inversement, si les relations (12) sont satisfaites, les éléments de A 
sont déterminés, à une substitution orthogonale à coefficients con- 
stants près, effectuée sur les éléments des lignes. Un déterminant 
jouissant des propriétés qui viennent d’être indiquées est appelé de- 
terminant orthogonal dans l’espace an + 2 dimensions. 

D'un tel déterminant on peut en déduire une infinité d’autres. Con- 
sidérons en effet la matrice 


ne À 2 n n+] n+2 
Ty Ty +... 7, 7 T'; 

1 ar? n 1+1 n+2 
Ta Ts e L] e Ty T9 Te 
1 2 n N+] ni+2 
Th Th eee Th Ty Th 


Effectuons sur les éléments des colonnes une même substitution 
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orthogonale à coefficients constants ; c'est-à-dire posons 
ri= air! +air,+...+air! (K=1,2,..,n5 (1,2 N,n+1,n-+-2) 
« k — k 1 k 2 eee k n —— 9 pe. 9 _—— 9 gerey 9 9 ote 


ott les a sont les coefficients d’une substitution orthogonale à coeffi- 
cients constants; le déterminant obtenu en remplaçant, dans A, x 
par x jouit des mêmes propriétés que A; les quantités m et n sont 
restées les mêmes, mais a,, 5, sont remplacés par a,, b, donnés par 
les formules 


(13) Ay aay + ala +...+ Bhan, 

| 
b,= ab + ap bet... + a by. 

Tous les déterminants orthogonaux ainsi obtenus seront dits equiva- 

lents. Si deux déterminants sont équivalents, les quantités m, 7, 


La}, 2 bi, Da, be 


sont les mêmes. Ces quantités sont les :nvariants du déterminant 
orthogonal. 

Nous allons montrer que ces déterminants équivalents sont définis 
quand on en connait les deux dernières lignes. 

Supposons que l’on connaisse les fonctions &', &, ..., En+2, +! 
N?» ..., "+? satisfaisant aux relations 


n +2 n+? n+9 
(14) DEr=r Yor, D Gr) 0 
t 1 1 
et 
. df, Oni 5, 
(19) Fe = #20 un me’; 


adjoignons aux 2(2 +2) fonctions 8, n, un systeme quelconque 
de n(n+ 2) fonctions X, de uw et ¢ telles que le déterminant 


XI OX? ... XP Nt OX: 
XI X20... Xu Xett OX: 
(16) A'— L] e e eee ee eo + + @ . + ee @ 
1 2 .n 9 
“Sn Xj eee Nit xy xi? 
iad ; 
El €? ae En Er! en +2 


vi! 1? a n° nit gt +2 
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soit le déterminant d'une substitution orthogonale. Partageons les 


rotations de ce déterminant en trois groupes : 1° les rotations P,,, Q4 


; ; - ON, ON, | 
qui sont les coefficients de X; dans Tn? “js 2° les rotations m et nr 


. , . ’ . In’ 
qui sont données par les formules (15); 3° puisque == ne contient 





i OX} 
pas X‘, Xi,...,N,, il en résulte que —* Er 


contenir &; nous designerons le coefficient de 5° par A,; de même, 


IX; . 
je he contient pas 5, mais il contient 7’, soit B, le coefficient de 7: 


ne doit pas contenir 7‘, il peut 


les quantités A,, B, forment le troisième groupe de rotations. On aur: 
par conséquent les formules 








OX; . , 
du | PX; + Axe’, 
OX; 
” / 
Ov — 2Q4X° = B, Nis 
(17) co 

‘ | Oc! dz! 
—. —— YA, mr > — me 
du TA Bu ov u 
In! >, On! . 

| Ou TT ni, de -XB,N4— nz! 
u . 


Si l’on différentie la premiere des équations (17) on voit que le 


0? Xi. 

coefficient de X°, dans Fao. ne dépend pas des quantités A,, B,, m, 
n; même résultat en différentiant la seconde. Il en résulte que tes 
fonctions P;,, Q,, sont des rotations dans l’espace à n dimensions. 


Ce point étant acquis, posons 
(17 bis) xp yk Xt yp Xp tet YAR (k1,2,...,0); (= 1,2,.,n +2), 


où les fonctions y; sont les coefficients d’une substitution orthogonale. 
Cherchons 4 déterminer ces fonctions de telle sorte que le détermi- 
nant obtenu en remplaçant dans A’, X; par x; soit orthogonal. Il faut 





ME 
Te £, To = ne contiennent plus les 
fonctions X‘, X{,..., X, ce qui exige que l’on ait 


et il suffit pour cela, que les déri 





(18) 





OY? vs p Ap AD — 
du + J 1 ur 3 2 apt eee +) n nt —- O, 
¢ 


nn 
VQ VF Qa +... + AQ, =O. 
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Les formules (18) montrent que les rotations dans le système y* sont 
précisément les quantités P,,. D’après la remarque faite plus haut, ces 
équations (18) sont compatibles et par suite il sera possible par la 
substitution (17) de ramener A’ à un déterminant orthogonal. Les 
fonctions inconnues y; données par les équations (18) sont définies 
à une substitution orthogonale près à coefficients constants. Il en résulte 
que tous les déterminants orthogonaux déduits de A’ sont équivalents. 

La détermination de ces déterminants orthogonaux exige par con- 
sequent une opération différentielle d'ordre n — 2. 

Considérons le point A, qui a pour coordonnées x,,æ;,...,æ%*?. 
Ce point est situé sur l'hypersphère 


(rt) + (rt) +... + (Ni. 


Les coordonnées de ce point satisfont à l'équation aux dérivées par- 
tielles 


iR 9 _ 1 dax 08 | 1 db 09 
(19 dudv az dv du by du dv’ 


le point A, décrit donc un réseau; les tangentes à ce réseau ont pour 
cosinus directeurs les quantités (£) et (7); ces tangentes sont rectan- 
gulaires. Nous appellerons ce réseau un réseau OS. 

Considérons d’une manière générale le point A dont les coordonnées 


sont | 
X'= ar + art... + on, ((=1,2,...,2n+2), 


où les « sont des constantes dont la somme des carrés égale l’unité. 
Ce point A décrit un réseau OS parallèle aux réseaux A,; on voit qu’il 
n'existe pas d’autres réseaux OS parallèles à ceux-là. 


Si l’on suppose que 
ai+ai+...+ai—=0o, 


le point A décrit un réseau parallèle aux précédents et situé sur 
l’hypercône 
(X! )+(X?)’+. . + (Art)? — 0. 


La connaissance d’un réseau OS détermine les quantités £ et n et 
une autre ligne d’un déterminant équivalent à A; un tel réseau permet 
d'obtenir un déterminant orthogonal par une opération d'ordre n — 3. 

Aun. de Ü’Fc. Normale. 3° Serie, Tome XIV. — Déceunre 1897. 64 
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12. Considerons les éléments d’une colonne quelconque de A; 


soient 
I, Los cs Im & M 


les éléments de cette colonne où nous supprimons l'indice supérieur. 
On a 


Or, _ 
Qu = axe, 
OX, _ 
Oe — dan 
On voit facilement que 
dre dt on 





On en déduit que x,, &,, ..., x, sont solutions de l'équation 


(20) —. — 


si l'on sait d'avance que x,, x,, ..., x, sont solution d’une équation 
de Laplace écrite sous la forme 

an du dv hav du + À du ov 

On devra avoir, en comparant (20) et (21), 

(22) —hU, ¢C=lV, 

U étant fonction de u seul, V de ¢ seul. Et par suite on aura 

(23) ai vi+...+ 22 =1— h?U'— PV? 


Réciproquement, siæ,,æ,,...,æx, satisfont à l'équation (21) et si la 
relation (23 ) est satisfaite, x,,æx:,...,æ, seront les n premiers termes 
d’une colonne de A. On déterminera & et n par les formules (22), de 
sorte qu’on aura bien la relation 


(24) r+ vi+...t277+ 24 72? =1. 
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Ensuite, on déterminera les rotations par les formules 





at met, 

(25) E du E du 
b,—~ Ok n—dw 9 

n Ov n Ov 


Il faut verifier que les relations (12) sont satisfaites. Or les rela- 
tions 


dax =mb,, 
ov 

(26) 
db _ 
du * 


reviennent à écrire que x, est solution de (21). 
Ensuite, on déduit de (24) et (25) 


0& _ | _ an — 
dE On __s Tr — 
Do znn, ov 2b,2% nt. 


En égalant les deux valeurs de aa et en tenant compte des équa- 


tions (26) qui sont déja satisfaites, on trouve 


om an 
Oe FT Tu + Za,b,—=0. 


Donc : 


Pour que n quantiles x,, æ;, ..., x, soient les n premiers termes 
d'une colonne d'un determinant orthogonal, ul faut et il suffit que ces 


fonctions soient solutions d'une équation de la forme (21) et que la rela- 
tion (23) soit satisfaite. 


* 43. Un réseau est dit orthogonal si les tangentes aux courbes du 
réseau sont perpendiculaires. Si, dans l’espace à (72 + 2) dimen- 


sions, X', X2,..., X“*? sont les coordonnées du réseau, on aura les 
conditions 


OX OX! 


(27) du ov 
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I] y a lieu, toutefois, de faire une distinction. Introduisons les 
quantités 


(28) | E — > (2: = 2). 


Si aucune des quantités E, G n’est nulle, on a un réseau auquel 
nous donnons le nom de réseau O; si l’une des quantités E ou G est 
nulle, on a un réseau special que nous étudions a la fin de ce Cha- 
pitre; enfin, si E et G sont tous deux nuls, on a un réseau que nous 
étudions au Chapitre suivant sous le nom de reseau nul. 

Il est clair que les réseaux parallèles aux réseaux OS du n° 11 
sont des réseaux O. Déterminons d’abord ces réseaux; si X', X?, ..., 
X”+2 sont les coordonnées du réseau, on devra avoir 


i 
| Ge = 

(29) | ow 
OX" — Ar 
de — 


Écrivons que ces deux équations sont compatibles; on aura, en te- 
nant compte des formules (11), 


0? Xi Oh ,, ,_ ol, ; 
(30) Jude = ge +hnn= an + ImE. 
On devra donc avoir 
Oh 
— — Im, 
31) de 
| ad =hn 
out 


La résolution du système (31) permet de déterminer, à l’aide de 
quadratures, tous les réseaux parallèles à un réseau donné OS. 

Si les équations (31) sont satisfaites, on peut écrire la valeur de 

2X 
+ sous l’une ou l’autre des deux formes 
OX! oh = oe! 


On; 
oy i +, 
du dv — = 95+ du” sho +! 


de du 
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Ce qui montre que X‘ satisfait aux deux équations 


aX 1 dh OX 1 Al OX 


(88) dude — À de du TI du dv’ 
a0 00 _1 0809 | 1 On! 00 
| dudv & dv du nt Ou dv 


L’équation (33) est celle à laquelle satisfont les coordonnées du 
réseau. Elle admet la solution À, telle que 


n+2 


(35) 21= PX’). 


Ce résultat est d’ailleurs équivalent à la condition (27). 

L’équation (34) admet comme solutions les n quantités x} (n° 12). 
On peut donc dire : les coordonnées de même rang de tous les réseaux 
parallèles à un réseau OS satisfont à une même équation de Laplace. 

Au lieu de résoudre le système (31), on peut opérer ainsi; posons 


kzh 


(36) X= D pari + gEi+ rn‘, 
k=1 
Pas Pas ses Pas 9, r étant n + 2 fonctions inconnues que nous deter- 
dX! 0X! . mr ge 
minerons de façon que =, 5, aient la forme (29). Différentions 


l'équation (36) en tenant compte des équations (11). On aura 


k=h 
IX! x ; (dp: Ä Ô (or 
Fe = tk ( FE ang) + (Dacre 52 + mr) +0 (Sr m). 
k 


OX! __ i OP . i Og . i or 
we = Lak (Ht bur) +8 (SE ar) +a Ztim+n+ 5) 
k 


On devra donc avoir les conditions 


px __ 09 __ 
du To Op? 
(37) 
Op. , Or 


hen MF 
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On aura ensuite 
k 
_ 0q 
A= > arpı + du + mr, 
(38) j 
or 
l = ope +7, + nq. 
| 


Si les deux dernières équations (37) sont satisfaites, les équations 
qui donnent les 2 quantités p, sont compatibles. On trouve, en effet, 





2 
en différentiant, que les deux valeurs TEE sont égales. On a 
À Pk _ 
Ju de — a,nr + bımg, 





ce qui peut s’ecrire sous l’une ou l’autre des formes suivantes : 


0°? pr __ 0g or __ da; ob;. 
du do = 55 + oe ov | Ou 





ce qui montre que p, satisfait aux deux équations 








(39) pr _ 1 dar Ope , 1 dbx Ope 

9 . du dv a, Ov du b, du dv 
O Pe I dq Opk 1 Or OP. 

# —_ _4 À? __— ——. 

(40) du de gov du T7 du dv 


L’equation (39) admet comme solutions x,, ..., x”; c’est l’équa- 
tion du réseau OS décrit par A,. Si l’on connaît une solution p, de 
cette équation, les valeurs 


satisfont aux deux dernières équations (37) et, par conséquent, le 
problème s’achevera à l’aide de quadratures. On voit que, à des qua- 
dratures près, l'intégration des équations de Laplace qui correspon- 
dent aux divers réseaux A, est un problème identique. L'intégration 
de l'équation (33) se ramène de même à celle de l'équation (39), 
à chaque solution p de (39) correspond une solution X de (33) par 
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les formules 


10X _ı Op | 
h du a, du” 
1 OX _ 1 Op. 
l ov by Ov 


L’equation (40) admet comme solutions p,, p,, ..., p,. Nous allons 
montrer qu’elle admet aussi comme solution À. Il résulte, en effet, 
des formules (35) et (36) que l’on a 


k 
2 À = © pi+ gtr. 
1 


En différentiant et en tenant compte des équations (37) et (38), on 
aura 


ox = qh 
, du 7 
(41) a 
ov” 
d'où 
MA __ ___ oh al Oq or 
Jude == hrn + glm — 75 +) Im —h Io + i? 


ce qui montre que A satisfait aux équations (33) et (40). 

Nous allons montrer que, réciproquement, la méthode de formation 
précédente donne tous les réseaux O. Prenons, en effet, un tel ré- 
seau; soient X', X?,..., X”*? les coordonnées d’un point du réseau; 
soient &', &°, ..., £"+2 les paramètres directeurs de la tangente à la 
courbe de paramètre v; soient, de même, n', 7,7, ..., r"*? les para- 
mètres directeurs de l’autre tangente du réseau. Comme les courbes 
du réseau ne sont pas de rongueur nulle, on peut supposer que 


n+2 n+? 


(42) Xe yar, D (ni). 


Le réseau étant O, on aura aussi 


n +12 


(43) > (2) (ni) =o. 
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On aura ensuite 


OX! _,,, 
Fa = A6 
oxi, 
mn 


et, par suite, 


X: dh, de _ dl 
(46) c= SAS = 


ogudv ae 6 + ov du” du 





Le point décrivant un réseau, on doit avoir des relations de la 


forme 
aX! | aX! 
du dv Ow Ou +05 = PAB + Qui. 


On a donc les “evens 


. I si +h oe = Pht + Qini, 


a nit i! —Prti+ Olm. 


(45) 


Multiplions les premières équations (45) par &', puis faisons la 
somme; on trouve 


Oh _ . 
= Ph; 
de méme, on aura 
al 
du — Q£. 
On en déduit 
dE _ 1. 
(46) eh du” 
on! =: oh 
oul ov we 


Les équations (42), (45) et (46) prouvent (n° 11) que les quan- 
tités &, n sont les deux dernières lignes d’un déterminant orthogonal, 
ce qui établit notre réciproque. 

Il résulte de là : 


Tout reseau O a des parallèles sur l'hypersphère ou sur l'hypercône 
isotrope ( pour n > 5). 
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14. Menons, par chaque point M d’un réseau O, une droite L per- 
pendiculaire aux deux tangentes du réseau. Ses paramètres direc- 
LEUrS Vis Yar e+ +s Vysa SON 


Im P,— Jf 1 | 
(47) ME ti + To +. + ar, 


différentions ct tenons compte des formules (11), on aura 





OY; 7 
. i — A x! + Si 
0 Ou > 
(48) ‘ Ov 
| adi — Br + lis 
Ov 
où l’on a posé 
Oz, OZ . 
srt or —+ wi 22 
‘ 1 du 2 Ju "du 
. OZ; 0%, Ox 
t — r' te + 2 _ı+ + t “a 
' ov 2 0 "Ov 


Cherchons si cette droite L peut décrire une congruence; un point 
quelconque P de cette droite L a pour coordonnées 


Y— Nie aE 
d’où, en différentiant, on trouve 


oyé 


. Oh | 
Ou —EUh + A) + Qui 35; 


Pour que P décrive une courbe tangente à L quand x varie, il faut 


d’abord choisir À tel que 
h + AA = 0; 


il faudra ensuite que Ja direction qui a pour paramètres directeurs 
les quantités z, soit parallele à L, c'est-à-dire 


1 da, 1 da, 1 de 


a; du du an du 


Les rapports de deux quantités a sont indépendantes de wu; on voit de 

même qu'ils doivent être indépendants de v. En divisant par un fac- 

teur convenable, on réduit ces quantités à des constantes ; c'est ce que 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome XIV. — Déceusre 189. 69 
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nous supposerons dorénavant. Les droites ainsi définies sont les nor- 
males du réseau. On voit que les normales d'un réseau dépendent de 


n — 1 constantes arbitraires. 
La normale sera dite isolrope Si 


Qi+ai+...+ai—0; 


dans le cas contraire, on pourra supposer 


A+ ai +... + ai —=1. 


Le point de l'hypersphère dont les coordonnées sont yy, Vo. ..., Vase 
décrit un réseau OS du déterminant A (n° 11). 

Nous appellerons congruence O la congruence décrite par une nor- 
male à un réseau. La représentation sphérique d'une telle congruence 
est un réseau OS. Dans ce cas, les quantités z,, 4; sont nulles; on aura 


donc 
| Yi 0? 


Ou TARAS + aa)? 
9? ONE _ anni OF yr 
[ Sp Se Ml TE 


À est la distance MP; si À est constant, le point P décrit un réseau 
P 
parallèle à M. On à, sur chaque normale, une série de surfaces paral- 
lèles équidistantes. 
overs a congrueı s'obti € ’ S 
Les foyers de la congruence s’obtiennent en prenant pour A le 


h pe 
valeurs — + et — 5: Ces foyers sont des centres de courbure du ré- 
seau M; les plans focaux sont rectangulaires : ce sont des plans prin- 
cipaux du réseau M. Nous appellerons encore geodesiques les courbes 
des surfaces focales tangentes a L. 
9 . Q . 9 x . 
Pour qu'une congruence soit O, il faut et il suffit, d'après ce qui 
précède, que ses cosinus directeurs x,,æ,, ..., æ,, liés par la relation 


rt+ ri-+...+ 27% = 1, 
satisfassent à une équation de la forme 


6  .06 © 99 
dude — lou 2 ae 


wr 


SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTÈMES CYELIQUES. 31. 
Cette condition est équivalente à la suivante : 


Pour qu'une congruence soit O, ul fa et il suffit que l'équation de 
Laplace, à laquelle satisfont ses paramètres direrteurs x,, Kar ..., Lys 





admette comme solution yx? + 1? +... +2. 

Nous donnerons le nom de congruence HO à la congruence décrite 
par une droite isotro pe; dous les réseaus: conjugués à une congruence HO 
sont des réseau.r O. 11 suflit de le vérifier sur la représentation sphé- 
rique; soient æ,, X, ..., 2, les coordonnées d’un réseau de la repré- 
sentation sphérique. On aura 


2 2 2 — 
pt eet... t+ LL, —O, 


d'où l'on déduit 
or, dr, Ir, OL y __ 


du dv ‘°° du dv 





. , 3 . / Iy X 2 
La projection d’une congruence HO sur un hyperplan quelconque est 
une congruence Q. 


Projetons sur l’hyperplan x, = 0, les paramètres directeurs de la 
projection sont æ,, æ,, ..., æ,.,; l'équation à laquelle satisfont ces 
paramètres admet la solution 





IL. opt D ij 
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15. Considérons un réseau O dans l'espace à x dimensions; les 
coordonnées à X,,X,,..., X, et l'expression 


p—X?+Xi4-...4%2 
satisfont à l'équation 


09 09 09 


(90) Oudv—s du +Q Ov 


Faisons une projection stéréographique, nous obtenons sur l'hyper- 
sphère à (nr + 1) dimensions le point 


_ X 4X 4 —p 
(91) Li — AN, got, Pay I — ’ 
4 p 4+ p 4 + P 
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d’où l’on déduit, inversement, 


(52) X,= —; X;= 1, 5 = 4 +, 
T+ Lızı I+ Lırı i 1 + FR 





Les quantités æ,, r,, ..., æ,,, Satisferont à l’équation 


. Oo ,0d9 ,., d9 
(93) Jude — Ju + Ge 


qui se déduit de l'équation (50) en divisant toutes les solutions 
par 4 + 6. 

On fait ainsi correspondre à chaque réseau O de l’espace an un 
réseau OS de l’espace à x + 1, et inversement. Les équations (50) 
et (53) étant équivalentes, on voit que si l’on connait deux réseaux 
parallèles O de l'espace à rn, on pourra déterminer, en outre, dans 
l'espace am + ı, un réseau O parallele au réseau OS. On a la un mode 
de formation successive des déterminants A. 

Dans le déterminant A, qui correspond à ce réseau OS de l’espace 
à » +1, on connaît, outre les deux dernieres lignes, une autre ligne 
dont les éléments sont x,,æ,, ...,æ,,,. Pour le déterminer, tl faudra 
effectuer une opération différentielle d'ordre n — 4. On peut Féviter 
si l’on connaît les normales du réseau O de l'espace à ». Il suffit de 
remarquer qu'une normale tsotrope de O se transforme en une nor- 
male isotrope au réseau (x) et la direction qui a pour cosinus direc- 
LEUPS 1), Las ses Toys 
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